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“Il Guerriero della Luce crede net miracoli.
Poiché crede,
1 miracolt

miziano ad accadere.”

I1 “Manuale del Guerriero della Luce”

di Paulo Coelho.



Riassunto della Tesi

Obbiettivo di questo lavoro e lo studio della classe di linguaggi formali ri-
conosciuti con taglio isolato dagli Automi Quantistici Measure Only a Stati
Finiti (MOn 1-QFA), introdotti e studiati da Bertoni, Mereghetti e Palano

in [3]. In quel lavoro, veniva lasciato aperto il seguente problema:

“...caratterizzare, dal punto di vista teorico, la potenza computazionale
degli osservabili quantistici finito-dimensionali, dei modelli di calcolo a stati
finiti che usano esclusivamente misurazioni quantistiche, vale a dire opera-

tori autoaggiunti, per esequire il loro processo di computazione...”

Con questa Tesi di Laurea, portiamo un contributo originale. Il nostro
risultato € una caratterizzazione, per via algebrica, di questa classe di lin-
guaggi formali. Una importante conseguenza e l'esistenza di un algoritmo
che permette di decidere se un dato linguaggio regolare appartiene o no a

questa classe.

Gli Automi Quantistici a Stati Finiti (QFA), nella loro accezione genera-
le, sono stati introdotti per la prima volta nel 1997, in maniera indipendente,
da due coppie di autori: Kondacs, Watrous [9] e Moore, Crutchfield [10]. Da
allora diverse famiglie di QFA sono state definite nella letteratura. In parti-
colare, i MOn 1-QFA sono modelli di calcolo a stati finiti quantistici, dunque
non-classici, che fondano la loro dinamica di computazione esclusivamente

sugli osservabili quantistici finito-dimensionali.



La dimostrazione di questo risultato di caratterizzazione si articola in due

direzioni:

1. viene svolta un’analisi algebrica di alcune x-varietd di Eilenberg [6] di
linguaggi formali regolari, ragionando sulle corrispettive M-pseudovarieta
dei monoidi finiti sintattici, ad esse associate tramite il Teorema della
Varietd di Filenberg [6]. Scopriremo perd che la varietd di monoidi di
riferimento sard la M-pseudovarietd letterale J della ben nota varietd
J dei monoidi J-triviali, dove J & una delle relazioni di equivalenza
di Green, fondamentali nella teoria dei semigruppi e dei monoidi [12].
Recentemente, tale M-pseudovarieta letterale é stata studiata e carat-

terizzata da Klima e Polék [8].

2. viene costruita una famiglia di Automi Quantistici Measure-Only per il
riconoscimento di quei linguaggi formali che hanno una certa struttura
“riconoscibile a pezzetti”; tali linguaggi sono stati studiati per la prima
volta a metd degli anni 70 da Simon in [4] e [15]. Questa varieta ¢ oggi
nota come la x-varieta dei linguaggi Piecewise Testable. In particolare,
noi avremo a che fare con la x-varietd letterale dei linguaggi Piecewise

Testable letteralmente idempotenti, nel senso dato da Klima e Poldk in
[3].
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Dimostreremo infatti il seguente teorema, che & il nostro risultato princi-

pale:

Teorema (Caratterizzazione dei linguaggi riconosciuti da automi MOn 1-Q-
FA). Sia L C ¥* un linguaggio sull’alfabeto 3. Allora le sequenti tre propo-

sizioni sono equivalenti:

1. L ¢ riconosciuto con taglio isolato da un automa quantistico MOn 1-

QFA sul monoide libero delle parole ¥*, cioe L € LMO(Y).

2. 1l monoide sintattico di L appartiene alla M -pseudovarietd lettera-
le di Klima-Polak J, M-pseudovarietd letterale dei monoidi J-triviali

letteralmente idempotenti.

3. L ¢ un linguaggio regolare Piecewise Testable letteralmente idempotente

sull’alfabeto ¥, cioé L € IPT(X).
In un’equazione,

LMO(X) = Vy(J) = iPT(X)
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Capitolo 1

Introduzione e Preliminari
Matematici

La Meccanica Quantistica (MQ) ¢ una teoria fisica di successo ma, allo stesso
tempo, piuttosto misteriosa. La sua formulazione ha avuto inizio nel ven-
tennio 1900-1920 ed & stata subito applicata per spiegare numerosi fenomeni
osservati in Fisica Classica, Fisica dello Stato Solido e Fisica delle Particelle,
quali la radiazione del corpo nero, l'effetto fotoelettrico, gli spettri atomici, la
stabilitd degli atomi e I'effetto Compton. Negli anni a seguire il macchinario
della MQ ha posto luce sul comportamento di molti altri fenomeni estrema-
mente importanti per I'avanzamento tecnologico che caratterizza il 900 e i
giorni nostri: alcuni esempi sono i polimeri, i semiconduttori, i superfluidi
e i superconduttori. Nonostante questi successi applicativi, la completa e

profonda comprensione di questa teoria rimane lontana.

La Meccanica Quantistica e basata sull’equazione di Schrodinger,

9 )
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Tale equazione non e risolubile in modo efficiente con metodi computazionali:

il fisico Feynman propose allora, all’inizio degli anni ’80, di sfruttare sistemi



fisici basati su tale equazione allo scopo di costruire calcolatori pit potenti
[7]. Nasce allora il Quantum Computing: il risultato applicativo principale,
che si deve a Shor [14], ¢ la possibilita di fattorizzare un numero intero in
tempo polinomiale.

E lecito aspettarsi che, entro qualche decennio, osserveremo un cambiamen-
to del paradigma computazionale: i processi di calcolo diventeranno attivita
compiute, su nostra richiesta, dalla Natura. Implementeremo fisicamente i
primi computer quantistici, i calcolatori basati sul DNA/mRNA, sulla Bio-
logia Molecolare, ecc.

I1 compito e il ruolo odierno della Theoretical Computer Science (TCS), in
tutto questo, e quello di gettare delle solide fondamenta matematiche e teo-
riche che permettano ai fisici e agli ingegneri di implementare in modo con-
sapevole questa visione, seguendo cosi le orme di Alan Turing [17] e Alonzo
Church [5] quando dimostrarono l'indecidibilitéd dell’ Entscheidungsproblem,

introducendo, rispettivamente, le Macchine di Turing ed il Lambda calcolo.

Il nostro lavoro riguarda, dunque, alcuni aspetti del Quantum Computing
legati alla Teoria degli Automi e dei Linguaggi Formali. Questo € un ramo
della TCS, nato nei lavori di Kondacs, Watrous [9] e Moore, Crutchfield [10],
che si occupa di studiare la potenza e la velocita di computazione di nuovi
modelli di calcolo a stati finiti basati sui principi fondamentali, sui postulati,
della MQ: gli stati quantici, la sovrapposizione degli stessi, il principio di
indeterminazione (o incertezza) degli osservabili quantistici, I’equazione di

Schroedinger e gli operatori unitari con dinamica coerente ad essa associati.



In questo lavoro di tesi ci concentriamo sugli osservabili quantistici e su-
gli operatori di proiezione ortogonale ad essi associati (tramite il teorema di

decomposizione spettrale degli operatori autoaggiunti).

Lo studio della computazione quantistica basata sugli operatori di misura-
zione e un campo di ricerca, all'interno del Quantum Computing, ormai ben
sviluppato. I risultati generali di riferimento si trovano nei lavori di Gotte-
sman, Chuang (1993) e Leung, Nielsen (2004). In particolare, Michael A.

Nielsen trova una prima risposta alla seguente questione:

“ Quali risorse sono Turing-Universali per il Measure Only Quantum Com-

puting?”

Nielsen dimostra che gli operatori di proiezione ortogonale, la memoria quan-
tistica (senza restrizioni), e la possibilitd di preparare a piacere lo stato quan-
tico iniziale my del sistema, sono un modello di calcolo quantistico Turing-
Universale. Questo risultato contrasta nettamente con l'intuizione che ve-
drebbe fondamentali per 'universalitd gli operatori con dinamica coerente,
vale a dire gli operatori unitari legati alla funzione d’onda W del sistema. Il
risultato di Nielsen di universalitd del modello Measure-Only (con memoria

senza restrizioni) e ottenuto provando le seguenti due proposizioni:

1. il modello Measure-Only (con memoria senza restrizioni) di Nielsen pué
simulare ogni porta logica unitaria U con singolo gbit che opera su stati

quantici a singolo gbit [¢)).

2. il modello Measure-Only (con memoria senza restrizioni) di Nielsen pud

simulare la porta logica CNOT (controlled NOT).
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Un punto chiave, nel lavoro di Nielsen e che non si pone alcuna restrizione
sulla quantita di memoria a disposizione del sistema, in maniera analoga al
comportamento delle macchine di Turing.

Il problema di caratterizzare la potenza computazionale degli operatori di
misurazione dal punto di vista dei modelli di calcolo a stati finiti (i.e. memo-

ria costante, finita), resta implicitamente aperto anche nei lavori di Nielsen.

Con questo lavoro studiamo dal punto di vista teorico e matematico, la po-
tenza computazionale degli osservabili quantistici finito-dimensionali, nello
scenario dei sistemi di calcolo che hanno un numero finito di stati, cioe una
memoria costante. La natura degli osservabili ¢ catturata matematicamente

dagli operatori autoaggiunti, anche noti come operatori Hermitiani.

Il risultato originale che qui formuliamo e dimostriamo e il seguente: aven-
do a disposizione una quantita di memoria costante, cioé un numero finito
di stati quantici puri elementari {e;}" ;, gli operatori autoaggiunti finito-
dimensionali, anche noti come operatori Hermitiani finito-dimensionali, sono
in grado di riconoscere, esattamente, gli eventi Piecewise Testable letteral-

mente idempotenti di Simon ([4], [15]), e Klima-Polak ([8]).



1.1 Algebra Lineare, Spazi di Hilbert ed ele-
menti di Meccanica Quantistica

1.1.1 Spazi di Hilbert

Gli spazi di Hilbert prendono il loro nome dal matematico tedesco David
Hilbert (1862-1943). Tali spazi costituiscono oggi le fondamenta dell’Analisi

Funzionale.

Uno spazio di Hilbert e uno spazio vettoriale dotato di prodotto interno com-

pleto.

In Matematica, gli spazi di Hilbert vengono usati per studiare e modellare
diversi problemi. Troviamo spazi di Hilbert in teoria di Sturm-Liouville, dove
vengono usati per studiare gli autovalori e gli autospazi delle equazioni dif-
ferenziali ordinarie, in Teoria delle Equazioni Differenziali Parziali, in Teoria
Ergodica dei sistemi dinamici caotici, in Analisi di Fourier e nelle sue ap-
plicazioni alla Teoria dei Segnali, infine nella formulazione matematica della
Meccanica Quantistica. In questo ultimo scenario, gli spazi di Hilbert, ed in
particolare gli spazi proiettivi complessi ad essi associati, modellano lo spazio
degli stati quantici in cui il sistema si pud trovare durante la sua evoluzione

dinamica.

Nelle prossime sezioni richiamiamo brevemente le generalita riguardanti
la teoria degli spazi di Hilbert ed i principi fondamentali della formulazione
matematica della Meccanica Quantistica. Per una introduzione completa ed

esaustiva, rimandiamo comunque al libro di Nielsen e Chuang [11].
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Spazio con prodotto interno

Sia dato uno spazio vettoriale complesso H. Un prodotto interno complesso

su H ¢ un’operazione (-,-) : H x H — C che soddisfa le seguenti proprieta:
1. per ogni vy, v, v3 € H e per ogni ¢y, co € C (v1|ve) = (v, v1)*
2. (v1,v1) >0 e (v1,v1) =0 se e solo se v; =0

3. (v1]|c1ve + cous) = ¢1(v1, v2) + ca(vy, v3).

Il prodotto interno induce su H una norma, per ogni v € H, data da ||v||y :=
V/(v,v) e una metrica dg(vi,vs) := |[vy — v2||. Uno spazio complesso con
prodotto interno € uno spazio vettoriale complesso H su cui e definito un

prodotto interno (-,-) : H x H — C.

Spazio di Hilbert e spazio /5(D)

Uno spazio H con prodotto interno ¢ detto completo se per ogni sequenza
{v;}22, di vettori v; € H tale che lim; j . ||v; — v;|| = 0 esiste uno e un solo

vettore v € H tale che lim; , ||v — v;]| = 0.

In questa tesi avremo a che fare con gli spazi di Hilbert {5(Q)). Sia Q
un insieme numerabile. Chiamiamo f2(Q) lo spazio delle funzioni a valori

complessi su () limitate dalla norma /5, vale a dire

1/2
6Q) =13 f ' [:Q-C, (Z F) () < oo)

1€Q
diciamo che ¢5(Q) & uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto interno (-,-) :

l5(Q) x l5(Q) — C definito da

(il f2) =) fike

1€Q



Naturalmente e possibile dimostrare che questo spazio € completo rispetto
alla norma indotta, cioe che si tratta veramente di uno spazio di Hilbert.

Solitamente gli elementi di ¢5(Q)) vengono considerati come vettori. Se poi la
cardinalita di @ e finita, ad esempio se vale n, allora avremo a che fare con
gli spazi di Hilbert complessi finito-dimensionali e lineari H = C**" dove il

prodotto interno e dato da
(@1, )| (Y, yn)) = D ajy =Ty
i=1

dove zf e 2* denotano il trasposto coniugato di z.

Ortogonalita e ortonormalita

Due vettori vy,v9 € H appartenenti ad uno spazio di Hilbert H, sono detti
ortogonali se (vy,v2) = 0. Un insieme S C H viene detto ortogonale se
ogni coppia di suoi elementi sono ortogonali, S viene detto ortonormale se e
ortogonale e ogni suo elemento v € S ha norma unitaria ||v|| = 1.

Un sottospazio W di uno spazio di Hilbert H ¢ un sotto insieme di H chiuso
per somma e moltiplicazione scalare. Per ogni sottospazio W di uno spazio

di Hilbert H esiste uno e un solo sottospazio
W = {v; € H|{v1,v5) = 0 per ogni vy, € W}

tale che per ogni v € H esiste una rappresentazione unica del tipo v = v +vy

perv; € W ewvy, € WH.

Basi ortogonali e ortonormali per spazi di Hilbert

Un sotto-insieme ortonormale B C H di uno spazio di Hilbert H ¢ detto
base ortonormale se non esiste un sopra-insieme proprio B’ O B anch’esso

ortonormale.



Operatori su spazi di Hilbert

Un operatore lineare A su uno spazio di Hilbert H e un’applicazione lineare
A: H — H. Sinoti che il dominio di A & sempre un sottospazio di H. Un
operatore A & detto positivo o semi-definito, e si denota con A > 0, quando
R > (v|Av) > 0. Se Ay, Ay sono operatori lineari, scriviamo che A; > A
quando e solo quando A; — Ay > 0.

Supponiamo ora che il dominio dell’operatore A coincida con H. L’operatore
aggiunto di A € un operatore A* avente come dominio l'insieme dei v; € H
tali per cui I'applicazione v — (vy, Av) & continua sul dominio di A, e tale
che per ogni v; nel dominio di A* valga (vy, Av) = (A*vy,v) per ogni v € H.
Se A = A* allora diremo che A € un operatore auto-aggiunto, o diremo anche
che e Hermitiano. Essendo gli operatori applicazioni lineari, ogni operatore
A ammette una rappresentazione in forma di matrice M. Se l'operatore A
e Hermitiano, la corrispondente matrice M4 ¢ detta anch’essa Hermitiana,
cioe My = ML. Se A ¢ un operatore autoaggiunto su uno spazio di Hilbert
finito dimensionale H,,, allora esistono n autovalori A, ..., \, (non necessa-
riamente distinti) di M4, ovvero n numeri complessi A tali che I'equazione
Av = A\v ammetta almeno una soluzione vy, # 0 non nulla. Le soluzioni
vy sono dette autovettori associati a A, lo spazio generato dagli autovettori
associati a A ¢ detto autospazio relativo a A e 'insieme degli autovalori di
M4 & detto spettro dell’operatore A. Se A ¢ un operatore auto-aggiunto, o
Hermitiano, allora tutti gli autovalori sono numeri reali. Inoltre autovettori
corrispondenti ad autovalori distinti sono sempre ortogonali. Come gia detto,
gli n autovalori di M4 non sono necessariamente tutti distinti, supponiamo
che vi siano k autovalori distinti Aj,..., Ay di A e sia m(7) la molteplicita
di A\;: l'insieme degli autovettori relativi a \; genera un sottospazio di H,

detto auto-spazio, di dimensione m(7). Se H € uno spazio di Hilbert e A ¢ un

10



operatore auto-aggiunto, o Hermitiano, allora esiste una base ortonormale di
H composta dagli autovettori di A.

Un tipo speciale di operatori sugli spazi di Hilbert sono gli operatori di pro-
iezione: se H = W @ W+ & una decomposizione di spazi di Hilbert in due
sotto-spazi ortogonali W e W+ allora ogni v € H si puo scrivere in maniera,
unica come v = vy + vy per qualche vy € W e qualche vy r € W, L'ap-
plicazione Py v = vy e detta operatore di proiezione sul sottospazio W. Si
dimostra che un operatore A € un operatore di proiezione su un sottospazio
se e solo se A e idempotente e auto-aggiunto. Gli operatori di proiezione
godono delle seguenti proprieta: (Pyvq|vy) = (v1|Pwvg) per ogni vy, ve € H
e [|[Pwv||3 = (v|Pwv). Se vale da decomposizione |v) = Y " (v;|v)|v;) per

una base ortonormale {|vi),...,|v,)} allora P,

v) = (v;|v)|v;). Possiamo
allora definire un operatore |v)(v|(|u)) := (v|u)|v) = P,|u) che risulta essere
un operatore di proiezione su un sotto-spazio di dimensione uno, vale a di-
re sul sotto-spazio generato dal vettore |u). Ricordiamo inoltre la suguente

proposizione, [11]

Proposizione 1.1.1. Sia W un sottospazio di uno spazio di Hilbert H e sia
Py un operatore di proiezione su W . Allora Py puo essere espresso usando

gli operatori |w){w|.
1.1.2 Osservabili e matrici di densita
Somme dirette e prodotti tensoriali di Kronecker

Definiamo ora due operazioni sulle matrici a valori complesse. Tali opera-
zioni sono quelle di somma diretta @ e di prodotto tensoriale (o diretto) di

Kronecker ®, in dimensione finita.

Definizione 1.1.1. Siano A € C™*™ una matrice a valori complessi di di-

mensione m X n. Similmente, sia B € CP*? una matrice a valori complessi
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di dimensione p X q. La sequente matrice A @ B € Cmt)x(n+a) g yalori

complessi di dimensione (m + p) X (n+ q) ¢é detta la somma diretta di A e

di B:
A0
wope(40)

Definizione 1.1.2. Siano A € C™ ™ una matrice a valori complessi di di-
mensione m X n. Similmente, sia B € CP*? una matrice a valori complessi
di dimensione p X q. La sequente matrice A @ B € C™)*9) g yalori com-
plessi di dimensione (mp) x (nq) é detta il prodotto tensoriale (o diretto) di

Kronecker di A e di B:

AllB cee AlnB
A® B = : . :
AnB - A,..B

¢ possibile dimostrare la seguente proposizione, che ¢ fondamentale per il

prodotto ® di Kronecker.

Proposizione 1.1.2. Quando le operazioni di prodotto tra matrici riga per
colonna sono ben definite, per via delle dimensioni delle matrici stesse, allora

vale la sequente:

(A® B)(C ® D) = AC ® BD

Osservabili Quantistici
Diamo ora la definizione di osservabile quantistico.

Definizione 1.1.3. Un osservabile quantistico € un operatore lineare autoag-
giunto, anche detto Hermitiano, € rappresentato cioe da una matrice O tale
che:

O=0"

dove O denota la matrice complessa coniugata della matrice O.
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Matrici e operatori di densita quantistica

Uno dei modi per formulare matematicamente la MQ, ¢ quello di usare il
linguaggio dei vettori in spazi di Hilbert, per rappresentare gli stati quantici
puri. Un modo alternativo e quello di usare gli operatori e le matrici di
densitd [11]. Si supponga che un sistema quantistico si possa trovare in
diversi stati quantici puri [¢;), ciascuno con probabilitd p;. Chiameremo
mixed-state quantistico {(p;,1;)} tale insieme di stati, |t;), con le rispettive

probabilita p;. L’operatore di densita p e definito come segue:
p-= ZPJ@M@’

Gli operatori di densitd permettono anche di catturare 1’evoluzione di un
sistema quantistico. Infatti, sia U un operatore unitario. Se il sistema si
trova inizialmente nello stato puro |¢;), con probabilitd p;, allora dopo 1'e-
voluzione si trovera nello stato U|¢;) con probabilita p;. Tale evoluzione &

rappresentata, in termini di operatore di densita p, nel seguente modo:
p= sz|¢z><¢z| —Y ZPiU|¢¢>(¢¢|UT = UpUT

Naturalmente, anche le misurazioni possono essere catturate dal linguaggio
degli operatori di densitd. Ad esempio, se abbiamo un insieme di operatori
di misurazione {M,, },, e se lo stato iniziale ¢ 1);, allora la probabilita di avere

il risultato m e
p(mli) = (| M, My |) = tr(M, My, |403) (15])

e dunque

p(m) = > p(mli)p(i)
= 2 pitr (M, My [1i) (¢4])
= tr(Mf, Myp)
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Il concetto di mixed-state quantistico e utile nei casi in cui ci si trova di
fronte ad uno stato quantico non del tutto noto. Si consideri ad esempio il
caso in cui venga effettuata una misurazione sul sistema, ma il risultato m
di tale misurazione venga perduto. Il sistema sard comunque in uno stato

p(m) con probabilitd p(m). Lo stato quantico sard dunque
p = > P(M) P

;
= 3 tr(MJanP) %

= > M p M,
1.2 Automi e Linguaggi Formali

1.2.1 Automi deterministici, non deterministici e lin-
guaggi regolari

Riassumiamo brevemente le definizioni e i risultati fondamentali che riguar-

dano la teoria classica degli automi.
Definizione 1.2.1. Un automa deterministico A é una tupla
A:=(3,Q,0,q,F)
dove
1. ¥ é un insieme finito e non vuoto detto l'alfabeto di A.
2. Q) ¢ un insieme finito e non vuoto detto l'insieme degli stati di A.

3.0:0Q XX — @ e una funzione totale, detta funzione di transizione di

A.
4. qo € Q é detto lo stato iniziale dell’automa.

14



5. F C Q e il sottoinsieme degli stati finali accettanti.

La computazione di A si pud definire introducendo ’estensione 6* di ¢ nel

seguente modo:

Definizione 1.2.2.

Sia 0 la funzione di transizione di un automa deterministico. Definiamo &%,
1. 6*(qo,€) :== qo-
2. 6%(q,a) :==6(q,a) , per ogni q € Q,a € ¥.
3. 0"(q, a1+ ay) :=0(0*(q, a1+ an_1),an).

4. per ogni w € X*, se §*(qo,w) € F allora diciamo che A accetta w,

altrimenti che A non accetta w.

I comportamento dell’automa A ¢ quindi descritto dal linguaggio L,

definito come segue
Ly :=A{wlw € ¥*,6"(q,w) € F}
Vale il seguente teorema fondamentale di caratterizzazione.

Teorema 1.2.1 (Corrispondenza tra Automi Deterministici (DFA) e Lin-

guaggi Regolari). Le sequenti due proposizioni sono equivalenti.

1. L é un linguaggio riconosciuto da un DFA, cioé esiste un DFA A tale
che L = Ly.

2. L é un linguaggio regolare, cioé puo essere descritto da un’espressione
regolare o, equivalentemente, puo essere generato da una grammatica

regolare.
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Ricordiamo ora la definizione di un’iportante relazione di congruenza

definibile sui linguaggi, vale a dire, la cogruenza sintattica.

Definizione 1.2.3 (Relazione ~, di congruenza sintattica). Sia L C ¥*. La

relazione di congruenza ~p, definita come
~p={(z,y) € X*Va,b€ S arb€ L <= ayb<c L}
¢ detta relazione di congruenza sintattica di L.

Definizione 1.2.4 (Il monoide sintattico O(L)). Sia L C ¥*. La struttura
O(L) :=%") ~p:={L/m|m € ¥*}
e detta 1l monoide sintattico del linguaggio L.

Proposizione 1.2.1 (di caratterizzazione dei linguaggi regolari con i monoidi
sintattici.). Siano x,y € ¥* due parole sull’alfabeto 3 e sia ~p, la congruenza
sintattica di L. Allora L é regolare se e solo se il suo monoide sintattico

O(L) ¢é un insieme con cardinalita finita.

Dimostrazione. (=) Sia A 'automa DFA minimo per L. Sia n il numero
di stati di A. Per ogni z,y € ¥* se d4(x) = da(y), cioe se z e y hanno lo
stesso stato finale allora per ogni a,b € ¥* axb € L se e solo se ayb € L, cioe
x ~p y, vale a dire L/x = L/y. Dunque #X*/ ~=n < +o0.

(<) Sia #X*/ ~p< +o00, definiamo il seguente automa A: gli stati sono
gli insiemi quoziente L/x per x € ¥* e lo stato iniziale ¢ L/e. L’insieme
degli stati accettanti & {L/a}.cr. Per ogni ¢ € 3 e ogni z,y € ¥* vale
d(L/x,0) = L/y se e solo se y = xo. Su ingresso w = wy ... w, 'automa A
attraversa gli stati L/e, L/wy, L/wiws, ..., L/w e dunque accetta w se e solo

sew € L. Q.E.D.

16



1.2.2 Automi, rappresentazioni lineari, serie formali di
potenze

Richiamiamo brevemente alcune generalitd sulle rappresentazioni lineari e

sulle serie formali di potenze. Tutti i dettagli si possono trovare in [2].

Sia

C((%)) ={p: X" =R}
la classe di tutte le serie formali di potenze a valori complessi. Sia ¢ : ¥* — R
e o € CRY((Y)), dove CR#*((X)) & la pitt piccola classe contenente C((X))

e chiusa per somma, prodotto di Cauchy e prodotto star. Definiamo, per

AER,
L,y = {we X p(w) > A}

e poi

AB(S) := {L x|\ € R ¢ isolato e p € S}

con S C CRat((%)) e dove A isolato vuol dire che esiste § > 0 tale che per
ogni w € X*
p(w) = Al >4

La seguente proposizione afferma che le funzioni caratteristiche dei linguaggi
appartenenti a A’5(S) sono approssimabili con serie formali razionali com-

plesse di potenze.

Proposizione 1.2.2. Sia L € A*(S) con funzione caratteristica, esiste U €

CRat((33)) tale che, per ogni € > 0 e per ogni w € X*

Xz(w) = P(w)| <e
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Dimostrazione. Esistono ¢ € CR**((3)), X € R tale che L = L, ,. Fisso

M > 0 e considero

Uw) = Tl (@) © (1 p(@)V, per0< A<

M ox; . .
= Pr [% > /\] , per X; iid Bernoulliane con Pr[X; = 1] = ¢

< Pr|ERE - o(w) > M| perched > p(w) + 8 quando w ¢ L
< exp (_2‘324]\/12) per Hoffdings

- L ox —262M

= oM p

per lo stesso ragionamento, quando w € L vale
U(w) > (1 — exp(—20°M)), perchép(w) > A + 0

per € > 0 prendiamo M tale che e 2*M < ¢ allora w € L — U(w) > (1 —¢)
ew¢ L — VU(w) <e. Dunque

Ixz(w) — ¥(w)| <€ con 0 < P(w) <1
Q.E.D.

Nota bene: Anche se ¢ vero che ¥U(w) € CR#*((3)), in generale ¥(w) &

[0,1]. Invece 537 ¥ (w) € [0,1] ed & per questo che compare un fattore 7 nella

dimostrazione sopra.

18



Capitolo 2

Automi Quantistici Measure
Only

Lo studio della computazione quantistica basata sugli operatori di misura-
zione ¢ un campo di ricerca, all'interno del Quantum Computing, ormai ben
sviluppato. I risultati generali di riferimento si trovano nei lavori di Gotte-
sman, Chuang (1993) e Leung, Nielsen (2004). In particolare, Michael A.

Nielsen da una prima risposta alla seguente questione:

“ Quali risorse sono Turing-universali per il Measure-Only Quantum Com-

puting?”

Nielsen dimostra che gli operatori di proiezione ortogonale, la memoria quan-
tistica (senza restrizioni), e la possibilitd di preparare a piacere lo stato quan-
tico iniziale 7y del sistema, sono un modello di calcolo quantistico Turing-
universale. Questo risultato contrasta nettamente con l'intuizione che ve-
drebbe fondamentali per I'universalitd gli operatori con dinamica coerente,

vale a dire gli operatori unitari legati alla funzione d’onda ¥ del sistema.
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Un punto chiave, nel lavoro di Nielsen e che non si pone alcuna restrizione
sulla quantita di memoria a disposizione del sistema, in maniera analoga al
comportamento delle macchine di Turing.

Il problema di caratterizzare la potenza computazionale degli operatori di
misurazione dal punto di vista dei modelli di calcolo a stati finiti (i.e. memo-

ria costante, finita), resta implicitamente aperto anche nei lavori di Nielsen.

Con questo lavoro studiamo dal punto di vista teorico e matematico, la po-
tenza computazionale degli osservabili quantistici finito-dimensionali, nello
scenario dei sistemi di calcolo che hanno un numero finito di stati, cioe una
memoria costante. La natura degli osservabili ¢ catturata matematicamente
dagli operatori autoaggiunti, anche noti come operatori Hermitiani.

Gli Automi Quantistici Measure-Only sono stati introdotti per la prima volta
da Alberto Bertoni, Carlo Mereghetti e Beatrice Palano in [3]. Sempre in
[3], tali automi sono stati studiati nello scenario dei monoidi parzialmente
commutativi con generatori idempotenti. Queste tecniche hanno permesso
di ottenere alcuni risultati importanti, primo fra tutti il fatto che i linguaggi
riconosciuti da tali automi hanno sempre variazione finita.

Dal punto di vista tecnico, risultera utile lavorare anche su MOn 1-QFA che
operano nel monoide libero delle parole ¥*, in luogo del monoide parzial-
mente commutativo con generatori idempotenti FI(3, E'). Questa necessita
nasce dal fatto che vogliamo ricondurci ad alcuni risultati di caratterizza-
zione gid dimostrati in [1] per una famiglia di automi 1-QFA nota come gli
automi Latvian 1-QFA. Tali automi operano sul monoide libero delle parole
>*. Lavorando in tutto X*, non poniamo particolari restrizioni sulla natura
della relazione di compatibilita (3, E') che modella I'indeterminazione della

famiglia di osservabili (O, )yex.
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2.1 Definizione Automi QMO

2.1.1 Preliminari

Ricordiamo alcune nozioni fondamentali. Sia > un alfabeto, vale a dire un
inisieme finito e non vuoto. Sia (X, F) un grafo finito e non diretto, che
chiameremo alfabeto di compatibilitd. Denotiamo con E la piu piccola re-
lazione di congruenza su X* contenente (cc,c), per ogni ¢ € ¥ e contenente
(ab,ba) per ogni a,b € ¥ tali che (a,b) € E. L’insieme quoziente ¥*/E é un
monoide, e viene chiamato il monoide libero parzialmente commutativo con
generatori idempotenti sull’alfabeto di compatibilita (2, E'). Viene denotato
con FI(3, E). Un elemento t € FI(X, E) ¢ una classe di equivalenza di E e

puo essere visto come un linguaggio t € X*.

2.1.2 Automi Quantistici Measure-Only operanti sui
monoidi parzialmente commutativi con genera-
tori idempotenti

Definizione 2.1.1. Un automa quantistico measure-only (MOn 1-qfa), con
alfabeto di compatibilita (X, E), definito sul monoide parzialmente commuta-

tivo con generatori idempotenti FI(X, E), é una quartupla del tipo

A= ((3,E)U{#},(Oc)cesuqsy, ™0, F)

La coppia (X, E) ¢ detta alfabeto di compatibilita, ed é un grafo finito e non
diretto.

Il vettore complesso m-dimensionale T € C**™, con norma unitaria ||m|| =
1 ¢é detto lo stato quantico iniziale dell’automa A.

Per ogni ¢ € 3, O, € C™™ ¢ (la matrice rappresentativa di) un operatore
Hermitiano e idempotente, e denota un osservabile. Denotiamo con V(O,.)

[insieme det possibilt risultaty dell’osservabile, cioe l'insieme degli autovalori
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di O., e richiediamo che (a,b) € E se e solo se gli osservabili O, e Oy sono

compatibili, formalmente
(a,b) el << 0,-0,=04-0,

dove la relazione = denota il fatto che, assumendo di porre il sistema in un
mized state quantistico {(p;, ™)}, le misurazioni a cascata O, - Oy portano
il sistema nello stesso mized state quantistico {(p;, 7})}: delle misurazioni a
cascata Oy-Og; formalmente, che le matrici Hermitiane O, e O, commutano.
Il sottoinsieme di autovalori F C V(Oy) degli autovalori di O ¢é detto lo

spettro degli stati quantici finali accettanti.

La computazione dell’automa avviene informalmente nel seguente modo: sia
x:=ux...7, € X*, partendo dallo stato my I’automa misura gli osservabili
Oyyy---,0,, (tramite gli operatori di proiezione ortogonale associati) e poi
esegue una misurazione sull’osservabile Oy, ovvero l'osservabile dell’insieme
dei valori finali F'.

Quest’ultima misurazione restituisce, come risultato, un autovalore r € V(Oy),
se r € F allora diremo che I’automa accetta la stringa x, altrimenti che non
I’accetta. Cio che e veramente interessante, per quanto riguarda il processo
di computazione, e il comportamento probabilistico dell’automa, vale a dire
la probabilita p4(z) con cui una stringa x viene accettata. Per gli auto-
mi quantistici measure-only, € utile esprimere p4(z) con il formalismo delle
matrici di densitd quantistica di probabilitd o(w).

Definizione 2.1.2. Per ogni parola x € ¥* definiamo una matrice di densita

quantistica di probabilitd o(x) € C™ ™ nel sequente modo:

W(T]WO sexr =c¢

o(r) = ¢ S Pi()o(y)Pi(c) sex =ye e k(c)
e il num. di P; che def. O,
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Si osservi che, per ogni z,y € ¥* e per ogni a,b € ¥ tali che (a,b) € F
abbiamo
o(zaby) = o(xbay)
e
o(ra’y) = o(zay)
Questa osservazione permette di ben definire la probabilita di accettazione

pa(t) quando t € FI(X, E) ¢ una traccia.

Definizione 2.1.3. Definiamo la probabilitd di accettazione legata all’auto-

ma MOn 1-QFA, per ogni t € FI(X, E), come

La serie formale di potenze
pa(t) : FIX, E) — C
e detta l’evento probabilistico indotto da A.

Definizione 2.1.4. La famiglia degli eventi probabilistici indotti da A é

definita come seque.
PMO(3,E) :=A{pa(-)|A é un MO 1-qfa su (X, E)}

Definizione 2.1.5. Il linguaggio T4 C FI1(X, E) riconosciuto con taglio X €
R,0 < X <1 dall’automa MO 1-qfa A é definito come seque:

Ty = {t € FI(S, E)|pa(t) > A}

Il punto di taglio é detto isolato se esiste un numero reale R > 9 > 0 tale che

per ogni t € FI(X, E) valga
[pa(t) = Al =6

La situazione della Definizione 2.1.5 ¢ illustrata in Figura 2.1.2.
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Figura 2.1: Modalita di accettazione di un 1-QFA con taglio isolato.
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2.1.3 Automi quantistici Measure-Only sul monoide
libero X*

Dal punto di vista tecnico, risultera utile lavorare su MOn 1-QFA che ope-
rano nel monoide libero delle parole ¥*, in luogo del monoide parzialmente
commutativo con generatori idempotenti FI(3, F'). Questa necessitd nasce
dal fatto che vogliamo ricondurci ad alcuni risultati di caratterizzazione gié
dimostrati in [1] per una famiglia di automi 1-QFA nota come gli automi
Latvian 1-QFA. Tali automi operano sul monoide libero delle parole ¥*. La-
vorando in tutto »*, non poniamo particolari restrizioni sulla natura della
relazione di compatibilitd (3, E') che modella I'indeterminazione della fami-
glia di osservabili (O, )sex. Osserviamo comunque, in via preliminare, che ad
ogni automa MOn 1-QFA che opera su X* corrisponde in maniera univoca un
automa MOn 1-QFA che opera su (X, F) per qualche E e viceversa. Questa
corrispondenza segue dal fatto che gli osservabili (O, )qex, come vedremo nel-
le definizioni, restano i medesimi, e segue poi dalle definizioni delle matrici di

densité quantistiche di probabilitd o(z), per ogni x € ¥*, legate agli automi.

Definizione 2.1.6. Un automa quantistico measure only (MOn 1-qfa) sul

monoide libero X* € una quartupla del tipo

A= (B U{#}, (Oc)eesupsy, mo, F)

Il vettore o € C**™, con norma unitaria ||m||3 = 1 ¢ detto lo stato quantico
iniziale di A. Per ognic € 3, O, € C™™ ¢ (la matrice rappresentativa di) un
operatore Hermitiano e idempotente, e denota un Osservabile in dimensione
finita m € Ny. Denotiamo con V(O,) linsieme dei possibili risultati dell’os-
servabile, cioe linsieme degli autovalori di O., anche noto come lo spettro di
O.. Il sottoinsieme F C V(Oy) é detto lo spettro degli stati quantici finali

accettants.

25



La computazione dell’automa avviene informalmente nel seguente modo:
sia r := x1...x, € X*, partendo dallo stato quantico iniziale my l'automa
misura gli osservabili O,,,...,O,, (tramite gli operatori di proiezione orto-
gonale associati) e poi esegue una misurazione sull’osservabile O, ovvero
sull’osservabile del carattere di fine stringa #, avente, come sotto-spettro, lo
spettro degli stati quantistici finali accettanti F'. Dunque, quest’ultima mi-
surazione Oy restituisce un risultato r € V(O4), se r € F allora diremo che
I’automa accetta la stringa x, altrimenti che non 'accetta. Cio che e vera-
mente interessante, per quanto riguarda il processo di computazione, ¢ il com-
portamento probabilistico dell’automa, vale a dire la probabilita pa(x) con
cui una stringa x viene accettata. Per gli automi quantistici measure-only,
e utile esprimere p4(z) con il formalismo delle matrici di densita quantistica
di probabilita.

Definizione 2.1.7. Per ogni parola x € ¥* definiamo una matrice di densita
o(z) € C™™ nel sequente modo:

7r$7r0 ser =€

o(r) =4 S Pi)a(y)Pylc) sex=ye ek(c)
e il num. di P; che def. O,

Definiamo poi la probabilita di accettazione.

Definizione 2.1.8. Definiamo la probabilitd di accettazione legata all’auto-

ma MOn 1-QFA, per ogni x € ¥*, come

pa(x)=Tr( > Pi(#)o(z)P;(#)

Tj (#)EF

Definizione 2.1.9. La serie formale di potenze
pa(z) : X" = C
¢ detta l’evento probabilistico indotto da A.
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Definizione 2.1.10. La famiglia degli eventi probabilistici indotti da A é

definita come seque.
PMOXY) := {pa()|A é un MO 1-qfa su ¥*}

Definizione 2.1.11. Il linguaggio Lo C >* riconosciuto con taglio A €
R,0 < A <1 dall’automa MO 1-qfa A

Ly = {t € 2*|pA(t) > )\}

il punto di taglio é detto isolato se esiste un numero reale R > § > 0 tale che
per ogni t € X valga
[pa(t) = Al =0

Definizione 2.1.12. Sia A := (SU{#}, (O¢)cesug#}, To, F') un automa quan-
tistico measure only (MOn 1-qfa) sul monoide libero ¥*. 1l grafo (3, E), per
E definito da

(a,b) € E <= 0,0, = 0,0,

e detto il grafo di compatibilitd associato ad A.

Proposizione 2.1.1 (Proposizione di corrispondenza tra automi MOn 1-Q-
FA). Sia (O.)ees, O, € C™™ wuna famiglia di operatori Hermitiani fissata.
Sia A lautoma X-MOn 1-QFA sul monoide libero delle parole * definito da

A= <E U {#}7 (Oc)ceEu{#}a 0, F>

Sia A’ lautoma (X, E)-MOn 1-QFA sul monoide parzialmente commutativo

con generatori idempotenti FI(X, F), definito da

A= ((3,E) U{#}, (Oc)cesugsy, m0, F)
Allora le sequenti due proposizioni sono equivalenti:
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1. A riconosce il linguaggio L C ¥* e (X, E) é il suo grafo associato di

compatibilitd.

2. A’ riconosce un linguaggio traccia Ty C FI(X, E) tale che il suo lin-

guaggio associato User,,t € L = Uger,,t.

Dimostrazione. Per entrambi i modelli, quello sull’alfabeto ¥ e quello sul-
I'alfabeto di compatibilitd (3, E'), abbiamo la medesima matrice di densita
quantistica di probabilitd o(x), vale a dire:

Wgﬂo se T =€

o(x) = M) Pi(c)a(y)Pi(c) sex = yce kc)
¢ il num. di P; che def. O,

definita per ogni z € ¥*. Questa ¢ tale che o(xa®y) = o(zay) per ogni a € ¥
e tale che o(zaby) = o(xbay) per ogni z,y € ¥* e per ogni a,b € ¥ tali che
Oy - Op = Oy - O,. Per come abbiamo definito le probabilita di accettazione
pa(z) e pa(t), se t ela (X, E)-traccia (ovvero la classe di (X, F)-equivalenza)

associata ad z, necessariamente dovra valere:

Questo implica la tesi. Q.E.D.

Definizione 2.1.13. Dato un automa 3-MOn 1-QFA A, Uautoma (X, E)-
MOn 1-QFA A’ definito come nella proposizione 2.1.1 ¢ detto l'automa as-
sociato ad A. Viceversa, dato un automa (X, E)-MOn 1-QFA A’, l'automa
X-MOn 1-QFA A definito come nella Proposizione 2.1.1 ¢ detto l'automa

associato ad A’.

2.1.4 Rappresentazioni Lineari

Definiamo ore le rappresentazioni lineari che vedremo essere associate agli

eventi dei MOn 1-QFA.
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Definizione 2.1.14. Dato un alfabeto di compatibilita (3, E) si consideri il

sequente sistema
(7, A(€) e )
dove m,m € CY*™ ¢ per ogni c € X vale
1. A(c) e Cm
2. (a,b) € E se e solo se A(a)A(b) = A(b)A(a)
3. per ogni c € ¥ vale A%*(c) = A(c)
Definizione 2.1.15. Definiamo una serie formale V : FI(X, E) — C come
U(t) :=mA(t)n'

con A(t) == [I'=, A(z;). Una serie formale di potenze che ammette rappre-

sentazione lineare € detta riconoscibile.

2.2 Osservazioni Basilari e Lemmi

Quando abbiamo dato la definizione di automa MO 1-qfa abbiamo richiesto
che m € C'*™ ¢ che, per ogni o, O, € C™ ™, Diciamo che in questo caso
I'automa e complesso. Diciamo che un automa MO 1-qfa ¢ reale se invece
vale 7 € R™™™ e O, € R™ ™ per ogni 0. La seguente proposizione stabilisce
che non si perde generalita considerando solo automi MO 1-gfa reali. Anche
se non useremo questa proposizione nelle dimostrazioni che seguiranno, ne

diamo una presentazione per completezza.

Proposizione 2.2.1. Sia A := (X, E), 7, (Oy)pes, F) un automa MO 1-qfa

complesso definito sull’alfabeto di compatibilita (X, E) e sia m il numero di
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stati purt elementari di A. Esiste sempre un automa A" MO 1-qfa reale defi-
nito sullo stesso alfabeto di compatibilita (3, E') con 2m stati puri elementari

tale che pa(t) = pa(t) per ognit € FIX, E).

Dimostrazione. Sia ¥ = {¢;}!", l'insieme degli stati di A. Per ogni ¢;

definiamo il corrispettivo stato ¢; come una coppia di simboli
¢ = (4; . q;)

Ricordiamo che ogni stato puro ¢; puo essere visto come il vettore caratteri-
stico i-esimo e; := (0,...,0,1,0,...,0) € C™ avente un 1 in posizione i-esima
e sempre 0 nelle altre componenti, allora possiamo vedere g} come il vettore
e2i_1 € R?*™ e ¢? come il vettore ey; € R*™. La legge y = ¢(x) che definisce la
trasformazione da stati quantistici  di A a stati quantici y di A’ & definita

come
$:C" SR w sy Y (a5 +iB)g — Y aiq) + Y Bid]
j=1 j=1 j=1

. Dal punto di vista intuitivo questo vuol dire che, nel vettore x abbiamo
sostituito ogni coordinata j-esima, x; := o + if8; (per ogni j = 1,...,m)
con il vettore (a;,8;) € R?. Naturalmente siamo interessati ad estendere
¢ anche a matrici P € C™. Vediamo come. Notiamo che ogni numero

complesso a + i3 e rappresentabile dalla matrice 2 x 2

(5 0)

Sia aji + iBjk l'elemento j, k-esimo della matrice P, questo elemento e

indicizzato dagli stati g;, ;. Sostituiamo a tale elemento la matrice

(ajk 5jk>
—ﬂjk Ak
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le cui righe saranno indicizzate rispettivamente da q}, qu e le cui colonne da
qi,q:. La matrice cosi ottenuta sara per definizione la matrice P’ = ¢(P). ¢

possibile provare le seguenti proprieta della trasformazione ¢.
Proposizione 2.2.2. ¢p(vA) = ¢(v)p(A)
Proposizione 2.2.3. ¢(AB) = ¢(A)¢p(B)
Proposizione 2.2.4. ¢(A*) = ¢(A)7T
Definiamo ora 'automa A’ := (X, E), 7', (0"?),ex, F') ponendo

7 1= o(r)
0" = 6(0,)

Si verifica che 'automa cosi definito soddisfa le proprietd richiesta, pa(t) =

pa(t) . Q.E.D.

Siamo in grado di dimostrare la seguente proposizione, che risultera di

fondamentale importanza in seguito.

Proposizione 2.2.5. Sia
A= <Z U {#}a (OS)CEEJTAa FA>

un MOn 1-QFA su X* tale che, per ogni x; € X, valga la decomposizione

spettrale
k(i)

Oﬂi - Z /\szjz<x1)

Ji=1

Allora la probabilitd di accettazione pa(t) € data da

pat)= D > lmoPp(ar) - Py (xa) Py(#)I13

13 (#)EF f1yesin

perj; = 1,..., k(x;) e dove k(z;) denota il numero di proiettori Py(x;), . . ., Py, (%)

che definiscono l'osservabile O,, associato alla lettera x; € 3.
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Dimostrazione. Vale la seguente catena di uguaglianze:

> wer Di(#)o () Pi(#) =
= e P (40 Pi(@n)o (@) Py (@) ) Pi(#) =

= 0, mer P (250 Py (o) (
S P (wu)o (o) Py () ) P () By () =

:er(#)eFPj(#)< ]—1 Pj, (zn)
S P @) (oo )Py (201) ) P () ) Py () =

k(zn k(x
; ; ; - ZTJT'(#)EF ;hE:l) "‘ Zjl(=11)
Pi(#) P} (zn) P} _ (2na) - - Py (w1)momo Py, (1) - - - By, (2n—1) P, (20) Py () =

Z'r er Z] (zn) . Z?(?l)
(7T0le($1)"'Pjn_l(ﬂﬁn—l)Pan(fn)Pj(#)) (m Pl(fcl)"'Pjn_l(ﬂfn—l)Pjn(ﬂfn)Pj(#))

Dove il punto *1 si giustifica per induzione su n e il punto *2 si giustifica
percheé per un proiettore P, essendo Hermitiano, vale Pt = P.

Notiamo poi che per ogni vettore a € C**™ vale

aj aja;

aTa, — . (al . e am) —
dunque
Tr(a'a) = ||alf;

pertanto, riconsiderando la catena di uguaglianze e la definizione di pa(z),
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abbiamo

pa(e) = Tr (5, (er P#)o@)Pi(#) ) =

- Tr( er(#)eF Z?iinl) o Z?fill)
(mo Py, (1) -+ Py, (20-1) Py, (w0) Py (#)) (o Py, (1) - - Py, (20-1) P, (%)%(#))) =

k(xn k(x1
= 3 wer o) RS o Py, (1) - -+ Py () P ()3

ovvero la tesi. Q.E.D.

Le seguenti proposizioni e le loro dimostrazioni sono considerate classiche
nella teoria degli automi probabilistici e quantistici a stati finiti: dimostrano
che il valore preciso del taglio 0 < A < 1, se questo ¢ isolato, ¢ immateriale
nel senso che pué essere spostato a piacere aggiungendo un solo stato all’au-
toma. Qui proponiamo una versione che considera solo automi MOn 1-QFA.

Dimostriamo ora le seguenti proposizioni.
Proposizione 2.2.6. Siano A e B due automi MO 1-qfa
A= <E U {#}7 (O?)CEXU 7TA7 FA>

B = <E U {#}7 (05)6627 7TB? FB>
Siano a, B € R due reali non negativi tali che a+ 5 = 1. Defintamo ['automa

MO 1-qfa A ® B nel sequente modo

ADB = <E U #, (O?)CEZU{#} D (Of)cezu{#% (\/a : 7TA> 2 (\/_ ) WB)v FAU FB>
allora
Pac(r) = apa(r) + Bpp(z)

Dimostrazione. Sia x := x1---x,, vale

Paon(r) =Tr ( Y. (PA#) @ PP#))oaos(@) (P (#) @ Pf(#)))

rjEFAUFpB

dunque studiamo o0 44,5 € dimostriamo per induzione su n che
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Lemma 2.2.1.
Oasp(T1-Tn) = aoa(zr - xy) + Bop(@1 - )
Dimostrazione. Se n =0 oagp(x) = oasp(€) €
oasple) = WL@B " TAsB
= (\/aﬂ'A@\/Bﬂ'B)T' (Vama & /Brp)
= ((Varh) ® (vVBrp)) - (Vama) & (VBrp))
= (Varly - Vama) & (VBr - V/Brp)

= aoa(e) ® Bog(e)

questo verifica il caso base. Assumendo per ipotesi di induzione che

Oapp(®1 ... 2y 1) =aoa(xy...2p1) D Bop(Ty...TH 1)

abbiamo
Tapp(T1- - 1,) = S PASE (1) - 0 pop (w1 - 1) - PAEP (2,)

= SH(PA@,) ® PP (1) - (a0 © Bop) - (PA(x,) ® PP (x,))

= S a(P (n)oa(ay -+ w0 1) P ()@
B(PP(xn)op(xy - Tpo1)PP(2n))

= a - (SR (PA (@) oa(zy - 2o1) PR (20)) @
B (K PB (2, )op(@r - 20t) PP (20)

— aos(xy - x,) @ Bog(xy -+ xp)
Q.ED.
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Dunque abbiamo

Pasn(z) = Te (3 serorn (B #) @ PP#)oasn(2)(P{(#) & PP(#)))

= T (Zyerum (PA#) ® PE#)(aoa(@) & Bos(@)) (PAH) © PE(#)))

= T (Sheron 0P #)oa@) P @ 8PP (#)op(x) PP#)))

= aTx (e, (PA#)oa@) PAGH)) + ATr (e, (PP (#)on(2)

= apa(z) + Bpp(z)

Q.E.D.

La seguente proposizione sancisce I'immaterialita del punto di taglio 0 <

A < 1, qualora esso sia isolato da un qualche § > 0.

Proposizione 2.2.7. Sia A un automa quantistico MOn 1-QFA su X* e sia
L4 il linguaggio riconosciuto da A con taglio isolato Ay # 1/2. Allora esiste

un altro A” MOn 1-QFA che riconosce lo stesso La ma con taglio isolato

)‘A’ = ]_/2

Dimostrazione. Sia 1 'automa MOn 1-QFA avente un solo stato e sempre

accettante, p;(w) = 1 per ogni w € ¥*. Dividiamo la prova in due casi.

1. Assumiamo 0 < A < 1/2. Allora 1—2X > 0. Dunque i numeri reali a :=

1 . 1-2) ~ s R
5T © g = 51 SOnO non-negativi. La loro somma e chiaramente

pari a uno, dunque la Proposizione 2.2.6 si applica. Costruiamo allora

v (a 4) e (e )
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Osserviamo che
se w € L abbiamo pa(w) > A + §, dunque

pa(w) = 55 paw) + 5555 - pr(w)

> gug(A+0) + gy L

Se invece w ¢ L4 abbiamo pa(w) < A — §, dunque

palw) = s palw) + 2525 - pr(w)
< 2(1 A —0)+ 112§) 1
Questo vuol dire che A’ riconosce L4 con taglio X' := 1/2 isolato da
o = 2(15—>\)

. Assumiamo 1/2 < A < 1. Sia =A l'automa complemento di A. Allora
p-a(w) = 1 —pa(w) e Loqa = ¥*\ Ly ¢ ricosciuto con taglio 0 <
Aa = 1 — X < 1/2 isolato sempre da =9 = §. Applicando il caso
1. precedente, otteniamo un automa (—A)" che riconosce ¥* \ Ly con
taglio A~ay = 1/2 e isolamento 64y = m = 2/\ . Costruiamo
ora I'automa complemento di (—A)". Otteniamo proprio 'automa A’

che calcola L4 con taglio A4 = 1/2 isolato da 04 = %.

Q.E.D.
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Capitolo 3

Studio di risultati gia noti ed
altre osservazioni

3.1 Preliminari

La seguente proposizione riguarda le rappresentazioni lineari degli automi

MOn 1-QFA, [3)].

Proposizione 3.1.1. Sia A un (X, E)-MOn-1QFA, oppure un -MOn-1QFA,
con m stati puri elementari. La serie formale di potenze pa(t) associata ad

A ammette una rappresentazione lineare

<£7 (P(C))ceEa 77>

dove ||€|| = 1,n < /m e P(c) é un operatore di proiezione ortogonale per

ogni ¢ € .

Dimostrazione. La proposizione ¢ stata provata per qualsiasi (3, £)-MOn-
1QFA in [3]. Si consideri ora un qualsiasi 3-MOn-1QFA A e sia L4 il lin-
guaggio riconosciuto da A. Sia (X, F) il grafo di compatibilitd associato
ad A. Sia A’ il (¥, E)-MOn-1QFA con traccia Ty tale che Ly = User,,t.

Come provato in [3], 'automa A’ ammette una rappresentazione lineare
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R := (£, (P(¢))ees,n) che soddisfa le proprieta richieste, sia W la sua serie

formale associata. In particolare, per ogni ¢ := FI(X, F) vale

W (t) = pa(t)

Siax =z 2, € X7, sia t, € FI(X, F) tale che [z1 - - z,)5 = t,. Allora
vale la seguente

Do eam) = EP() - Plaw)y

= U(t) per le proprieta 2. e 3. della Def. 2.1.14
= par(t) perche ¥ ¢ la s.f. associata ad A’
= palzy - ) per definizione delle densité o(t)

Questo vuol dire che la rappresentazione lineare R rappresenta anche il >-

MOn-1QFA A. Q.E.D.

Definizione 3.1.1. Definiamo le sequenti due operazioni sulle serie formali

di potenze.

1. Prodotto di Hadamard: (p ® ¥)(t) = @(t) - ¥(t).
2. f-complemento: (1 — @)(t) =1 — ().

Proposizione 3.1.2. La classe PMO(X, E) e la classe PMO(X) sono chiu-

se rispetto al prodotto di Hadamard e all’f-complemento.

Dimostrazione. La proposizione ¢ stata provata per PMO(X, F) in [3]. Veri-
fichiamo che vale anche per PMO(X). Siano A := (X U{#}, 7m0, (O )ses, F)
e A= (ZU{#}, 7, (OL)sex, F') due ¥-MOn 1-QFA. Non perdiamo genera-
litd se assumiamo che, per ogni 0 € XU{#}, V(0,2 0.) =V (0,) x V(O.).
Definiamo un automa X-MOn 1-QFA A” nel seguente modo:

A" = (S U{#}, 1m0 @ 7, (05 @ O )ges, F X F')
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allora, per ogni x € »* vale,
o"(x) =o(r) @ d'(x)
pertanto la seguente catena di equazioni ¢ valida:

pare) = T (S e (Pi#) © B @) (B (#) @ PU#))
= T (S @rer Sopmer (B#@B#) © (Pl#)0' () Pl(#))

= (S, er(BH#IEPE)) @ (Spmer P @PLH)) )

= pa(t) - par(t)
Questo prova la chiusura per prodotto ® di Hadamard.
Per provare la chiusura rispetto al complemento basta considerare la seguente

trasformazione dello spettro degli stati accettanti:
F~V(H#)\F
Q.E.D.

Proposizione 3.1.3. Sia T € LMO(X, E) un linguaggio traccia e sia Xr
la sua funzione caratteristica. Per ogni € > 0 esiste o7 € PMO(X, E) tale
che

|07 (t) = XL(t)] <€

,per ognit € FIX, E).
Analogamente, sia L € LMO(X) un linguaggio e sia Xy la sua funzione

caratteristica. Per ogni € > 0 esiste ¢, € PMO(X) tale che

01 (x) — Xip(z)] <€

, per ogni x € X*.
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Dimostrazione. La proposizione ¢ stata provata per PMO(X, E) in [3]. Ve-
rifichiamo che vale anche per PMO(X). Sia L € LMO(X) e sia A un MOn
1-QFA che riconosce L con taglio isolato. Sia (X, F) il grafo di compatibilitd
associato ad A. Sia T}, := {[w]g|w € L} la (X, E)-traccia associta al linguag-
gio L, allora T, € LMO(X, E) perche esiste un (3, £)-MOn 1-QFA associato
ad A come nella Proposizione 2.1.1. Sia X7, la funzione caratteristica di 77,.
Per ogni € > 0 esiste ¢, € PMO(X, E) tale che |¢r, (t) — X7, ()| < €, per
ogni t € FI(3, E). Per ogni w € ¥* con t,, := [w]g, si ponga

or(w) == ér, (tw)

Vale ¢, € PMO(Y), sempre per la Proposizione 2.1.1. Inoltre X (w) =
X7, (tw). Dunque, per ogni € > 0, vale

|or(w) = Xp(w)] = |¢r, (tw) — X1, (t)] < €

Q.E.D.

3.2 1l teorema di Bertoni-Mereghetti-Palano
della Variazione Finita

In questa sezione discutiamo il teorema di Bertoni, Mereghetti, Palano [3]
che dimostra la finitezza della variazione per i linguaggi appartenenti ad

LMO(Z, E). Premettiamo un Lemma tecnico, come compare in [3].

Lemma 3.2.1. Data una serie formale ¢ : FI(3, E) — [0, 1], sia (£, (P(¢))ces.n)
una rappresentazione lineare di ¢, dove ||€|| =1 e P(c) é un proiettore per

c € X. Si supponga che |p(t) — N > 6 > 0 per ogni t € FI(X, F) e sia
T:={te FIX,E)|¢(t) > A}. Allora

1. T ¢é un linguaggio riconoscibile su FI(3, E).
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2. esiste un automa a stati finiti (3, Q, (8,)ces, o, F') che riconosce T' tale

che
. 5
0.,(q0) # 9,(qo0) implica ||EP(w) — EP(L)|| > W
Dimostrazione. Alberto Bertoni et al., [3] Q.E.D.

Ricordiamo di seguito la definizione di variazione e di variazione finita

per i linguaggi regolari.

Definizione 3.2.1. (Variazione di un linguaggio regolare) Sia L un lin-
guaggio regolare e sia (3,Q, 9, qo, F') lautoma minimo che riconosce L. La

variazione di w € X* e definita come seque,
Varp(w) == #{0 <k <n s.t. §(wy---wy) # 0(wy -+ wii1)}y
sew = wp - Wy.

Definizione 3.2.2. (Variazione Finita) Sia L un linguaggio regolare. Di-

ciamo che L ha viariazione finita quando, e solo quando, vale:
Sup,es-vary(x) < oo

Sia T € FI(X, E) un linguaggio traccia riconoscibile associato ad un qualche
(3, E)-MOn 1-QFA e sia Ly il linguaggio regolare associato, definito come
L1 := Usert. Diciamo che T ha variazione finita quando, e solo quando, Ly

ha variazione finita.

Il seguente teorema dimostra la finitezza della variazione per i linguaggi

in LMO(S, E).

Teorema 3.2.1 (Teorema di Bertoni-Mereghetti-Palano della Variazione Fi-

nita). LMO(X, E) é un algebra Booleana di linguaggi riconoscibili in FI(3, E)

41



con variazione finita. In particolare, se L € un linguaggio riconosciuto da un
automa quantistico measure only 1-qfa con m stati e isolamento 0, allora

m
SUp, s Varg(x) < 52
Dimostrazione. Bertoni et al., [3]. Q.E.D.

Teorema 3.2.2 (Variazione finita per LMO(X)). Se L é un linguaggio rico-
nosciuto da un 3-MOn 1-QFA

A= (S U{#},(0f)ces, mo, F)

con m stati e isolamento o, allora

| 3

SUPyex Vary(z) < o

(%)

Dimostrazione. Deriva dalla Proposizione 2.1.1 e dal Teorema 3.2.1. Q.E.D.

3.3 1l teorema di Bertoni-Mereghetti-Palano
dell’Algebra Booleana

Teorema 3.3.1 (Teorema di Bertoni-Mereghetti-Palano dell” Algebra Boo-
leana). La classe LMO(X, E) ¢ chiusa per complemento, intersezioni e unio-

nt finite. Vale a dire che é un’algebra di Boole.
Dimostrazione. Alberto Bertoni et al., [3]. Q.E.D.

Teorema 3.3.2 (Teorema dell’Algebra Booleana su ¥*). La classe LMO(X)
¢ chiusa per complemento, intersezioni e unioni finite. Vale a dire che € un

algebra di Boole.

Dimostrazione. Siano Ly, Ly € LMO(X). Sia € := 1/4, per la Proposizione
3.1.3 esistono ¢y, g2 € PMO(X) tali che

[01(w) — X, (w)] < 1/4 e |po(w) — Xp,(w)] < 1/4
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per ogni w € ¥*. Per la Proposizione 3.1.2 vale ¢; ® ¢po € LMO(X). L’evento
probabilistico ¢1 @ ¢» con taglio 1/2 definisce il linguaggio L; N Lo. Inoltre
1—¢1 € PMO(X) e ¥*\ L; ¢ definito da 1 —¢; con taglio isolato 1/2. Quindi
LMO(X) & un’algebra di Boole. Q.E.D.
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Capitolo 4

Una Caratterizzazione
Algebrica degli Automi

Quantistici Measure-Only
1-QFA

4.1 Alcuni strumenti algebrici in teoria dei
linguaggi formali

4.1.1 Preliminari

Ricordiamo qui le generalita sulle relazioni L, R, J di Green. Tutti i dettagli

e ulteriori proposizioni si trovano in [12].

Definizione 4.1.1 (Relazioni R, L,J di Green). Sia S un semigruppo e
siano a,b € S. Sia Sy il monoide S U{lg}, dove 1g é un elemento tale che
s-1lg=1g-s=s, per ogni s € S. Le relazioni L, R, J di Green sono definite

net sequenti modi.
1. aLb se e solo se Sya = S1b.

2. aRb se e solo se aS; = bS;.
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3. aJb se e solo se S;aS; = 51bS;.

Questo vuol dire che gli elementi a,b € S sono in L-relazione se e solo
se generano lo stesso ideale sinistro di S. Gli elementi a,b € S sono in
R-relazione se e solo se generano lo stesso ideale destro di R. Infine, gli

elementi a,b € S sono in J-relazione se e solo se generano lo stesso ideale

bilatero di S.

Non e difficile mostrare che queste relazioni, L, R, J, sono relazioni di

equivalenza su .S, dunque partizionano S in classi di equivalenza.

Proposizione 4.1.1. Le relazioni L, R commutano. Vale a dire che
LR =RL

¢ la piu piccola relazione di equivalenza contenente sia L che R.

Dimostrazione. [12]. Q.E.D.

La proposizione precedente permette di definire una quarta relazione di
Green, vale a dire la relazione D := LR = RL, meglio caratterizzata dalla

seguente definizione.

Definizione 4.1.2. La relazione D di Green é definita, in un semigruppo

S, come
aDb <= dceStc aRceclLb

< dceStc. alLcecRb

Due proposizioni fondamentali che riguardano D sono le seguenti.
Proposizione 4.1.2. In un semigruppo finito, D = J.

Definizione 4.1.3. Sia S un semigruppo. Un elemento a € S ¢ detto rego-
lare se esiste s € S tale che asa = a. Sia G € {D,L, R, J} una relazione
di Green. Diciamo che una G-classe (di equivalenza) é regolare se e solo se

tutts i suoi elementi sono regolari.
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Proposizione 4.1.3. Sia Cp una D-classe. Le sequenti condizioni sono

equivalenta.
1. Cp é regolare
2. Cp contiene un elemento regolare.
3. Ogni R-classe di Cp contiene almeno un idempotente.
4. Ogni L-classe di Cp contiene almeno un idempotente.
5. Cp contiene almeno un idempotente.
6. Esistono z,y € Cp tali che xy € Cp.
Dimostrazione. [12]. Q.E.D.

Ricordiamo definizione di trivialita per le classi di equivalenza e alcune

proposizioni basilari.

Definizione 4.1.4. Se una R, L, J, D-classe ha cardinalita uno, allora é detta

triviale.

Proposizione 4.1.4. Sia G € {R, L, D} una relazione di Green e sia S un
semigruppo. Se la restrizione di G alle G-classi regolari ¢ triviale, allora S

e G triviale.
Dimostrazione. [12]. Q.E.D.

Corollario 4.1.1. Sia G € {R,L,D} una relazione di Green e sia S un

semigruppo. Se tutte le G-classi regolari sono triviali, allora S é G triviale.

Dimostrazione. Se una G-classe Cg e triviale, allora la restrizione di G a Cg

¢ (banalmente) triviale. La Proposizione 4.1.4 si applica. Q.E.D.
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La relazione D viene definita perche in molti casi, come nella nostra
dimostrazione del Teorema 4.3.7, € tecnicamente piu comodo lavorare con
essa, piuttosto che con J. La Proposizione 4.1.2 ci dice che questo & sempre
possibile a patto che si stia lavorando con semigruppi finiti, come del resto

sono 1 monoidi sintattici.

Definizione 4.1.5. Sia G € {L,R,J}, dove L,R,J sono le relazione di
Green. Un monoide M ¢ detto G-triviale quanto tutte le G-classi sono

triviali, cioé quando tutte le G classi hanno cardinalita pari a uno.

4.1.2 1l Teorema della Varieta di Eilenberg

Introduciamo ora alcuni risultati classici in teoria algebrica degli automi e
dei linguaggi formali. Tutti i dettagli e le dimostrazioni complete si trovano
in [6] e in [12].

Ricordiamo la definizione di M-pseudovarieta di monoidi.

Definizione 4.1.6. [12] Sia M una famiglia di monoidi (o semigruppi).
Tale famiglia é detta M -pseudovarietd di monoidi (o semigruppi) se valgono

le sequenti tre condizioni:
1. sem e M et e un semigruppo di m, allora t € M.
2. sem €M et e un monoide quoziente di m, allora t € M.

3. se (m;)icr € una famiglia finita di elementi di M, allora
H m; € M

Definizione 4.1.7. Sia M una M -pseudovarietd di monoidi e sia X un

alfabeto. Denotiamo con Vs (M) la famiglia di linguaggi regolari di ¥* il cui
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monoide sintattico appartiene a M. La sequente definizione é equivalente:
Vs(M) € un insieme di linguaggi di ¥* riconosciuta da un qualche monoide

di M.
Inoltre,

Definizione 4.1.8. In quanto sequird, denoteremo con J la M -pseudovarietd

dei monoidi J-triviali e con R la M-pseudovarietd dei monoidi R-triviali.
Introduciamo ora il concetto di *-varieta di Eilenberg di linguaggi regolari.

Definizione 4.1.9. Una classe di linguaggi regolari ¢ un operatore V' che
assegna ad ogni insieme finito non vuoto X una famiglia di linguaggi regolari
V(X). Diciamo che V é una *-varietd di Eilenberg se valgono le sequenti

proprietd:

1. V(X) é chiusa rispetto alle operazioni Booleane di complemento e unio-

ni/intersezioni finite.

2. V(X) € chiusa rispetto ai quozienti destri Lw™" e sinistriw ™ L, definiti,

per ogni parola w € X*, come

Lw™':={reYzw e L} ew 'L := {r € ¥¥*|wx € L}

3. Per ogni coppia di insiemi finiti non vuoti 3 e I' e per ogni omomorfi-
smo @ : X* — ' wale la sequente proprietd, detta chiusura rispetto ad

omomorfismi inversi

se K € V(I') allora f1(K) € V(%)

Il seguente teorema e un risultato fondamentale che si deve a Filenberg

[6], uno dei padri della teoria della categorie.
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Teorema 4.1.1 (Eilenberg Variety theorem [12]). Sia M una M -pseudovarietd
di monoidi. La funzione

stabilisce una bijezione tra le M-pseudovarieta di monoidi M e le x-varieta

di Filenberg di linguaggi formali.

Dimostrazione. Eilenberg [6], J.E. Pin [12]. Q.E.D.

4.1.3 1l Teorema di Simon della caratterizzazione di J
in linguaggi piecewise testable

Introduciamo ora la famiglia di linguaggi regolari nota come la famiglia dei
linguaggi Picewiese Testable. Tale classe ¢ ben nota in letteratura ed ¢ stata

caratterizzata algebricamente da Imre Simon in [15].

Definizione 4.1.10. Un linguaggio L € ¥* é detto Piecewise Testable se
appartiene alla chiusura rispetto alle operazioni booleane di complemento e

intersezioni/unioni finite della sequente famiglia di linguaggi:
Yo X asxt - XrapX”
, peray,as,...,ap €% ek > 0.
Stabiliamo la seguente,

Definizione 4.1.11. In quanto sequird denoteremo con PT la famiglia dei

linguaggi Piecewise Testable.

Teorema 4.1.2 (Caratterizzazione algebrica di Simon dei linguaggi regolari
Piecewise Testable). Un linguaggio formale regolare é Piecewise Testable se

e solo se il suo monoide sintattico e J-triviale, PT(X) = Vs (J).

Dimostrazione. [15], [12]. Q.E.D.
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4.1.4 Le varieta letterali di linguaggi letteralmente idem-
potenti e la caratterizzazione di Klima-Polak dei
linguaggi Piecewise Testable letteralmente idem-
potenti

Iniziamo chiarendo quando un linguaggio si dice letteralmente idempotente.

Definizione 4.1.12 (Idempotenza letterale e nozioni affini [8]). Sia L C ¥*
un linguaggio. Diciamo che L é letteralmente idempotente se vale la sequente

doppia tmplicazione:
per ogni x,y € X* e per ogni a € ¥ vale xa*y € L <= xzay € L
Introduciamo inoltre un sistema di riscrittura dato dalla regola
pa’q — paq

per ogni a € X e per ogni p,q € XF.
Siano u,w € X*, diciamo che u € una forma normale di w se valgono le

sequenti due proprietd
1. w—="u
2. u—* v implica u =v

Proposizione 4.1.5. [ sistema di riscrittura — ¢ confluente e terminante,
dunque per ogni w € ¥* c’e¢ un’unica forma normale W € X* della parola

w e X",
Dimostrazione. [8]. Q.E.D.

Definizione 4.1.13. Denotiamo con ~y; la relazione di equivalenza generata

dalla relazione —*.
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Definizione 4.1.14 (Operatore di chiusura di idempotenza letterale L e

V(%), [8]). Definiamo
L = {weX(FueL)(u~y;w)}
= {w e X*(Fue L)i =}

e pot, data una classe V' di linguaggi su Y definiamo

V(¥):={LIL € V(%)}
Sudiamo ora alcune proprieta della classe dei linguaggi letteralmente

idempotenti.

Proposizione 4.1.6. Sia L C X* regolare. L ¢ letteralmente idempotente
se e solo se l'automa minimo A di L ha il sequente pattern per ogni q € Q) e

per ogni a € X:

a

@O——

Dimostrazione. Se 'automa A ha il pattern appena sopra, ovviamente il lin-
guaggio L e letteralmente idempotente. Per il vice versa osserviamo che gli
stati dell’automa minimo A coincidono con le classi di equivalenza sintattica
~, del monoide sintattico ¥*/ ~p = {L/w|w € ¥*} di L. Dunque la condi-
zione di idepotenza letterale e equivalente a richiedere che per ogni z,y € »*
e per ogni a € ¥ valga L/xa’y = L/zay. In particolare per ogni x € 3* varra
L/xa? = L/za, vale a dire che, per ogni x € 3*, 4(q;, va?) = d4(q;, ra) se g;

e lo stato iniziale di A. Essendo A un automa minimo, per ogni ¢ € () esiste
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xr € ¥* tale che 0(¢;, ) = ¢. Si fissi dunque un ¢ € @ e si consideri z, tale
che 6(g;, z,) = q. Vale

5(Q7 a2) = 5(5(%7 xq)a CL2) = 5(%7 xqa'Q) = 5(%’ xqa) = 5(5<q27 xq)a a) = 6((]7 CL)

ovvero la tesi. Q.E.D.

Studiamo ora le proprieta di Id.
Proposizione 4.1.7. Id ¢ chiusa per operazioni Booleane.

Dimostrazione. Sia L € Id un linguaggio regolare letteralmente idempoten-
te. Il linguaggio complemento LY := ¥* \ L & ancora un linguaggio rego-
lare. II fatto che L® sia letteralmente idempotente segue direttamente dal-
la definizione di linguaggio complemento e dalla definizione di idempotenza
letterale. Siano Li, Ly € Id due linguaggi regolari letteralmente idempo-
tenti. Il linguaggio L; N Lo € ancora un linguaggio regolare. Il fatto che
Ly N Ly sia letteralmente idempotente segue ancora una volta direttamente
dalle definizioni. Q.E.D.

Proposizione 4.1.8. Id non ¢ chiusa per omomorfismi inversi.

Dimostrazione. Si consideri il linguaggio L sull’alfabeto ¥ := {a, b} costituito
da tutte e sole le parole w € {a,b}* tali che una lettera b compare dopo una

lettera a, ovvero il linguaggio descritto dall’espressione regolare
L ="b"aa"b(a + b)*

L’automa DFA minimo A che riconosce L ¢ illustrato in figura sotto (lo stato

finale & rappresentato con una freccia uscente dallo stato).
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b a a,b
_»8@8[)8

Tale automa possiede il pattern in figura sopra e dunque L & letteralmen-
te idempotente. Consideriamo ora 'omomorfismo di monoidi liberi ¢ :

{a,b}* — {a,b}* definito nel seguente modo

o(a):=b
o(b) := ba

Ricordiamo che se ¢ : ¥* — X»* ¢ un omomorphismo di monoidi liberi,
I'automa A’ che riconosce ¢ '(L) := {w € Z*|p(w) € L} si ottiene da A

modificando la funzione 4 nel seguente modo:

dar(q,0) == da(q, (o))

per ogni o € ¥ e per ogni ¢ € (). Dunque 'automa minimo DFA A’ che

riconosce ¢ 1(L) ¢ il seguente

a

b a, b

a,b

Il linguaggio ¢~ (L) percid non ¢ letteralmente idempotente. Questo dimo-

stra la tesi. Q.E.D.

Proposizione 4.1.9. Id ¢ chiusa per quozienti sinistri w™'L = {z €

Y*lwz € L} e destri Lw™ := {x € X*|zw € L} rispetto alle parole w € *.
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Dimostrazione. Sia L € Id un linguaggio regolare e letteralmente idempo-

1

tente. Allora entrambi w™'L, Lw~"! sono linguaggi regolari. L’idempotenza

letterale segue direttamente applicando le definizioni. Q.E.D.

Le considerazioni appena fatte suggeriscono di adottare una nozione piu
generale di varieta, introdotta da Ondrej Klima e Libor Polak in [8]. Ovvero

le x-varieta letterali positive di Eilenberg-Klima-Polak.

Definizione 4.1.15 (Omomorfismi letterali tra monoidi liberi). Siano ¥* e

'™ due monoidi liberi. Un’applicazione
p: X =TI

e detta omomorfismo letterale di monoidi liberi se valgono le suguenti due

proprietd:

1. p(o102) = p(01)¢p(02) € p(es) = er.

2. f(2) CT.

Naturalmente ogni omomorfismo letterale di monoidi liberi ¢ anche un
omomorfismo di monoidi liberi, non vale il viceversa.

Ricordiamo la seguente definizione.

Definizione 4.1.16. Una classe di linguaggi regolari ¢ un operatore V- che
assegna ad ogni insieme finito non vuoto X una famiglia di linguaggi regolari
V(X). Diciamo che V é una *-varietd di Eilenberg se valgono le sequenti

proprietd:

1. V(X) é chiusa rispetto alle operazioni Booleane di complemento e unio-

ni/intersezioni finite.
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2. V(%) é chiusa rispetto ai quozienti destri Lw™! e sinistriw™ L, definiti,

per ogni parola w € X*, come

Lw™' = {reXzw e L} ew 'L := {z € X wr € L}

3. Per ogni coppia di instemi finiti non vuoti X2 e I' e per ogni omomorfi-
smo @ @ X* — I'* wvale la sequente proprietd, detta chiusura rispetto ad

omomorfismi inversi

se K € V(I') allora f1(K) € V(%)

Definizione 4.1.17. Se nella definizione 4.1.16 rimpiazziamo la nozione
di omomorfismo ¢ con la nozione di omomorfismo letterale, e richiedia-
mo la chiusura rispetto ad omomorfismi letterali inversi, allora otteniamo

la nozione di x-varietd letterale di Eilenberg di linguaggi formali.

Proposizione 4.1.10. La classe Id dei linguaggi letteralmente idempotenti

¢ chiusa per omomorfismi letterali inversi.

Dimostrazione. Sia L € Id un linguaggio letteralemente idempotente e sia
¢ : X* — ¥* un omomorfismo letterale di monoidi liberi. Il linguaggio ¢ ~*(L)
¢ ancora un linguaggio regolare. Inoltre per ogni x,y € X* e per ogni a € X

vale
va’y € ¢ (L) <= p(za’y) € L <= p(z)p(a)’p(y) € L
Se & letterale necessariamente p(a) € X, percio vale anche
p(x)p(a)’oly) € L <= p(z)p(a)p(y) € L <= p(zay) € L

ovvero

za’y € ¢ (L) <= ¢(ray) € L < zay € ¢ (L)

cioe la tesi. Q.E.D.
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Corollario 4.1.2. La classe Id dei linguaggi letteralmente idempotenti ¢ una

x-varieta letterale di Filenberg.

Definizione 4.1.18. Stabiliamo le sequenti definizioni e denotazioni.

1. Denotiamo con Vs(J) o con PT la x-varietd di linguaggi regolari il cui

monoide sintattico ¢ J-triviale.
2. Denotiamo con J la M -pseudovarietd di monoidi finiti J-triviali.

3. Denotiamo con J la M-pseudovarietd dei monoidi sintattici O(L) che

sono J triviali e il cui omomorfismo di monoidi associato
¢L DI O(L)

soddisfa letteralmente la pseudo-identitd x> = x (vale a dire che per ogni

lettera a € X, ¢r(a) € un idempotente di O(L): ¢p(a)pr(a) = ¢r(a) )
18]

Inoltre,

Definizione 4.1.19. Se V' € una famiglia di linguaggi, denotiamo con M (V)

la famiglia der monoidi sintattici di V. Formalmente,
MWV):={O(L)|Le V}
dove O(L) ¢ il monoide sintattico di L.
Il segente teorema sara molto utile in seguito.

Teorema 4.1.3. [Teorema di Ondrej Klima e Libor Polak della caratteriz-
zazione di linguaggi piecewise testable letteralmente idempotenti] Sia L un

linguaggio sull’alfabeto . Le sequenti proposizioni sono equivalenti.
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4.

5.

. L ¢ una combinazione Booleana di linguaggi formali del tipo
Yra X ay .. X apX”
perk € Ng eay,...,ar € X con ay; # -+ # ag
L ¢ una combinazione Booleana di linguaggi formali del tipo
R
perk e Ngelq,--- I, C X

LeVs(I)NId(Y).

L e Vs(J)

O(L) € J.

Dimostrazione. Ondrej Klima e Libor Polak, in [8].

4.2 Automi Quantistici Latvian

Q.E.D.

Introduciamo ora alcune definizioni e proposizioni che riguardano un’altra

famiglia di automi 1-QFA. Tale classe di automi é nota come la classe degli

Automi Quantistici Latvian, ed é stata introdotta e caratterizzata algebri-

caln

ente in [1]. Vedremo che gli automi X-MOn 1-QFA, che operano sul

monoide libero delle parole »*, sono un caso particolare degli automi Lat-

vian, dunque potremmo sfruttare parte dei risultati algebrici raggiunti in

[1].

Definizione 4.2.1. Un automa quantistico Latvian LQFA é una tupla del

tipo

tale

<Q7 27 {Acr}7 {00}7 do, F>

che
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1. ogni A, ¢ una matrice unitaria, A;' = Al

2. ogni O, ¢ un operatore di misurazione, vale a dire un osservabile quan-
tistico, in pratica una matrice Hermitiana. Ogni O, € definito da un
insieme {E1,...,E.} di sottospazi vettoriali ortogonali di C**19. Ad
ogni sottospazio E; ¢ associato un operatore di proiezione ortogonale
P;, che ¢ una matrice Hermitiana e idempotente.

La modalitd di accettazione di un automa Latvian é bounded (double-

sided) error [1] (in sostanza, taglio isolato in A =1/2).

Diamo ora la definizione di monoide Block Group. Nella definizione, le
relazioni R, L saranno le relazioni di equivalenza di Green, [12]. Per una

rassegna sui risultati fondamentali riguardanti i Block Groups, ’articolo di

riferimento ¢ [13] di J.E. Pin.

Definizione 4.2.2. Un Block Group ¢ un monoide tale che ogni sua R-classe,

ed ogni sua L-classe, contiene al pit un elemento idempotente.
In [1] gli autori provano il seguente teorema di caratterizzazione algebrica.

Teorema 4.2.1. Un LQFA riconosce esattamente i linguaggi il cui monoide
sintattico e in BG, wvale a dire, la M-varieta di monoidi noti come Block

Groups.
Dimostrazione. Ambainis et al, [1]. Q.E.D.

La seguente proposizione, sard fondamentale per lo studio degli automi
MOn 1-QFA.

Proposizione 4.2.1. Sia A un automa MOn 1-QFA sul monoide libero delle

parole X* e sia Lo un linguaggio riconosciuto da A con taglio X e isolamento
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0. Allora esiste un automa Latvian A’ che riconosce il linguaggio Ly = L

con taglio
N=1/2

e isolamento

)
2 maz{\, 1 - \)}

5/

Dimostrazione. L’automa MOn A pud essere trasformato in un automa MOn

A’ che riconosce L4 = L4 con taglio 1/2 e isolamento secondo la

s
2-max{\,1-A}’
proposizione 2.2.7. Si consideri 'automa lettone B definito ponendo A, = I
per ogni o € ¥ e poi uguale ad A. Certamente B soddisfa quanto richiesto

dalla tesi. Q.E.D.

Corollario 4.2.1. Se Ly ¢é un linguaggio riconosciuto da un automa MOn
1-QFA sul monoide libero delle parole X*, allora il monoide sintattico di L4

appartiene alla varietd BG det monoidi Block Groups.

4.3 1l teorema della sotto-algebra Booleana:

LMO(X) Cp V(J)

Studiamo per prima cosa le proprietd della famiglia dei linguaggi aventi

variazione finita.

Proposizione 4.3.1. La classe F'V di linguaggi regolari con variazione finita

¢ una x-varieta di Filenberg.

Dimostrazione.

Proposizione 4.3.2. F'V ¢ chiusa per operazioni Booleane.

Dimostrazione. La costruzione dell’automa A® complemento dell’automa A

prevede di modificare solo I'insieme degli stati finali di A. Se la variazione di L
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e finita, allora il grafo di A non ammette cicli di lunghezza maggiore o uguale
a due, dunque anche A® non ammette cicli di lunghezza maggiore o uguale a
due, pericio anche la variazione di L® ¢ finita. Questo mostra che il linguaggio
complemento di un linguaggio regolare a variazione finita ¢ anch’esso un
linguaggio regolare a variazione finita. Se A;, Ay sono automi a variazione
finita, anche I'automa prodotto A; x As ha variazione finita, come & facile
verificare. Dunque il linguaggio intersezione di linguaggi regolari a variazione

finita ¢ anch’esso un linguaggio regolare a variazione finita.s Q.E.D.
Proposizione 4.3.3. F'V ¢ chiusa per omomorfismi inversi.

Dimostrazione. Sia L un linguaggio regolare con variazione finita e sia A il
DFA minimo che riconosce L. Sia ¢ : ¥* — ¥* un omomorfismo. Dato che
L & regolare, anche il linguaggio (L)™' := {w € ¥*|p(w) € L} & regolare.

~1 & costruito da A modificando la legge

L’automa A’ che riconosce (L)
d ~» ¢’ nel seguente modo: 0'(q,a) := d(q, v(a)), per ogni a € ¥ e per ogni
q € Q. Si verifica facilmente che se A € un automa con cicli di lunghezza al
pill uno, anche 'automa A’ ha cicli di lunghezza al pitt uno. Dunque ¢(L)™!

ha variazione finita. Q.E.D.
Proposizione 4.3.4. F'V ¢ chiusa per quozienti destri e sinistri.

Dimostrazione. Sia L un linguaggio con variazione finita e sia A = (Q, X, qo, 0, I)
il DFA minimo che riconosce L. Consideriamo il linguaggio w™'L := {z €
Y*lwz € L}, ovvero il linguaggio L quozientato a sinistra rispetto alla ge-
nerica parola w € ¥*. Se L & regolare anche w™'L ¢& regolare, infatti basta
considerare A e cambiare solo lo stato iniziale gy ~~» ¢} nel seguente mo-
do: gy ~ 0(qo,w). Se L ha variazione finita allora A non ammette cicli di
dimensione maggiore o uguale a due, dunque anche questo nuovo automa

non ne ammettera, percio w'L := {x € ¥*|lwz € L} ha variazione finita.
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Consideriamo ora il linguaggio Lw™"' := {z € X*|zw € L}. Se L & regolare

L& regolare, infatti basta considerare A e cambiare solo l'insie-

anche Lw~
me F ~» F’ degli stati finali nel seguente modo: per ogni ¢ € (Q poniamo
g € FI' < 6(q,w) € F. L’automa cosi ottenuto non ammette cicli di

lunghezza maggiore o uguale a due perche A non ne ammette per ipotesi.

Dunque se L ha variazione finita, anche Lw™ := {z € X*|zw € L} avra
variazione finita. Q.E.D.
Q.E.D.

Proposizione 4.3.5. Sia L un linguaggio regolare. Le sequenti proposizioni

sono equivalenta.
1. L ha variazione finita

2. Ogni componente fortemente connessa dell’automa minimo di L ha un

solo vertice.

3. Esiste un ordinamento totale degli stati dell’automa minimo di L tale

che qa > q per ogni stato q € () ed ogni ingresso a € X.

4. Il monoide sintattico di L é R-triviale.

Dimostrazione. (1) <= (2)

Se esiste una componente fortemente connessa non banale (cioe con piu di
un vertice), allora esiste un ciclo orientato semplice p (cioe che non ripete
due vertici uguali) che visita almeno due vertici. Se w € ¥* ¢ la parola che
da luogo a p, allora le parole w™ mostrano che la variazione non ¢ finita.

Se tutte le componenti fortemente connesse sono banali, allora la variazione e
limitata superiormente dalla lunghezza del piu lungo cammino privo di auto-

cicli, ed & percio finita.
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(2) = (3) Rimuovendo tutti gli autocicli quello che si ottiene ¢ un grafo
orientato aciclico. Si ordinino i nodi secondo un ordinamento topologico.
Allora per costruzione vale la prorieta (3).
(3) = (4) Per ipotesi ¢f > q per ogni f € ¥*. Si supponga ora che u,v
generino lo stesso ideale destro del monoide sintattico, vale a dire che uM =
vM. Allora u = vx e v = uy per qualche x,y € ¥*. Dunque per ogni stato g
abbiamo

qu = qUT > qU = quY > qu
Cioe qu = qu. Percio u = v.
(4) = (2) Si supponga che ¢ e ¢’ siano nella stessa componente fortemente
connessa. Ci sono elementi u e v del monoide sintattico tali che qu = ¢’ e
qdv = q. Allora q(uv)” = q e q(uv)"u = ¢ per ogni n € N. Si scelga n
tale che (uv)™ sia idempotente. Allora (uv)™ genera lo stesso ideale destro di

(uv)™u, quindi sono uguali perche il monoide & R triviale per ipotesi. Dunque

q=q. Q.E.D.
Isoliamo cio che ci interessa di piu nel seguente corollario.
Corollario 4.3.1. FV = R.

Proposizione 4.3.6. Sia L € LMO(X) un linguaggio. Allora il suo monoi-
de sintattico O(L) ¢ un Block Group R-triviale, cioeé

O(L) e BGNR

Dimostrazione. Abbiamo mostrato che & un Block Group nel Teorema 4.2.1,

che ¢ R-triviale nella Proposizione 4.3. Q.E.D.

Proposizione 4.3.7. Se un Block Group é R-triviale allora é un monoide
J-triviale. Formalmente,

BGNRCJ
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Dimostrazione. Se siamo in un monoide R-triviale, ogni D-classe regolare
coincide con una L-classe regolare, Lp, ed € composta da elementi idempo-
tenti. Per i punti (i)-(iv) della Proposizione 4.1.3, L contiene almeno un
idempotente. Dato che siamo anche in un Block Group, Lp contiene al piu
un idempotente. Dunque la cardinalita di Lp e pari ad uno. Vale a dire che
Lp ¢ triviale. Cioe, tutte le D-classi regolari sono triviali. Per il Corollario
4.1.1 tutte le D-classi sono triviali. Per la Proposizione 4.1.2 tutte le J-classi

sono triviali. Cioe il monoide e J triviale. Q.E.D.

Ricordiamo che LMO(X) & un’algebra di Boole di linguaggi con variazione
finita, perche ogni linguaggio di LM O(X, E), per ogni E, ha variazione finita
e vale la Proposizione 2.1.1. Dunque i monoidi sintattici di questi linguaggi
sono J-triviali. Inoltre sono letteralmente idempotenti.

Ricordiamo anche che per la Proposizione 4.1.3 vale, per ogni linguaggio
L CX¥*,

LeVs(I)NId(X) < O(L)eJ

Le considerazioni fatte fino a questo punto implicano il seguente teorema.

Teorema 4.3.1 (Teorema della sotto-algebra Booleana).

LMOY) Sp Vs(J)
dove Vs (J) ¢ la varietd dei linguaggi L il cui monoide sintattico O(L) ¢ J-
triviale e il cui omomorfismo di monoidi associato ¢y, soddisfa letteralmente

la pseudoidentitd di idempotenza x° = x.
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4.4 La definizione della famiglia Alay, ..., aglg,
ay # - - # a; di automi MOn 1-QFA.

In questa sezione definiamo una famiglia

{Alay, ..., aklk i1

di automi MOn 1-QFA per il riconoscimento dei linguaggi Piecewise Testable

letteralmente idempotenti.

Per ogni k € N,k > 1 e per ogni
ay,...,a €3 con ay # - # ay
definiamo una famiglia {A[a,, ..., ax)s}7~;, di automi MOn I-gfa, dove

Alar, ..., axly = <E U #7809 sesurays F(k)>

Prima pero osserviamo che non deve trarre in inganno la notazione

al?’éa27é“'7£ak

essa non implica che gli a; sono tutti diversi tra loro (non implica cioé che

Vi,j i # j = a; # a;), ma solo che,
perogni 1 <i<kvalea,_ 1 #a;ea; #a;+1

E’ lecito, ad esempio, che in YX*a1X* a2 *a3X* sia a; = az. Questa osserva-

zione motiva la seguente definizione.

Definizione 4.4.1. [La sequenza o, ...,oq4] Sia k € Nk > 1 fissato e
sia A = {ay,...,ax} € X, con a; # -+ # ag. Sia Y X XrapX* il

linguaggio associato ad A. Nelle sezioni successive denoteremo con
Ap,...,0q4
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gli elementi distinti di A, nell’ordine in cui compaiono per la prima volta leg-
gendo la notazione YX*a1* -+ - X apX* da sinistra a destra. Inoltre denotere-

mo con #a; il numero di volte che a;; compare nella notazione X*a 3" - - - X a2*.

Esempio 4.4.1. Ad esempio, in X aX*bX*adX*b¥*cX* averemo oy = a, ap =

b,as =c e #ay =2, #ay =2, #Haz = 1.

Definizione 4.4.2. (Operatori elementari di proiezione ortogonale.) Defi-

niamo gli operatori elementari di proiezione ortogonale, alto P » e basso P\,

come X X
+1 4l

P»:= 2 2

=

P =

—
|+
N [0 | =

|
DO |00 | =
1

+

E’ possibile verificare che P » e P\ sono matrici simmetriche, dunque Hermi-
tiane (poiche reali), e che sono idempotenti e tra di loro ortogonali, nel senso
che P; = P, P{ = e P P\ =0= PP~ Percio sono, effettivamente,

operatori di proiezione ortogonale per tutto C?*2,

Definizione 4.4.3. Sia A := {ay,...,ax}. Per ogni #o; € A, sia #aq;
il numero di volte che a; compare nella notazione X aX* agd™* - - - XrapX”.

Stano

jy) < jg) < e < J;(x;l gli indici tali per cui oy = a.qy = ... = a.q
g J1 J#"‘i

Definiamo, per ogni «;, due operatori di proiezione ortogonale (Hermitiani,

idempotenti e di dimensione (k+1) x (k+1))
loperatore alto P;C)(ai) e loperatore basso P{ﬂ)(ai)
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con le sequenti matrici aventi righe e colonne indicizzate con gli indici jf) <

5 <<,

k
Ch+ixk+l 5 P(/)(ozi) -

Lo |40 0+ i) 8+ A B OO

1,. I

i
P
iV 41

i

i) +1

(1)
J#ai+1

okl I

dove gli elementi che non compaiono si intendono nulli, e dove le I sono

matrici identiche di opportuna dimensione.
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e poi

Ck+1><k+1 =)

Ji

()

(k)
1N

(i) =

i +1

i) 8+

.(4)
J#a,

+(2)
J#a;+1

k41

1,.

5

3 +1

TSN

45

g +1

dove gli elementi che non compaiono si intendono nulli, e dove le 0 sono

matrict nulle di opportuna dimensione.
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E possibile dimostrare la sequente proposizione.
Proposizione 4.4.1. Per ogni 1 < i < #A valgono le sequenti tre proprietd:

1. PA(a;) e P (o) sono matrici reali e simmetriche, dunque Hermitiane.
2. Pa(0g) e P\ (oy) sono matrici idempotenti.

3. I sottospazi vettoriali E » e Ex, di C**" associati alle immagini de-
gli operatori P »(c;;) e P () (rispettivamente) sono spazi vettoriali

ortogonali, in sostanza

P (i) - P (o) = 0= P\ (i)  Pr(cw) e E» @ BN, = CP

Trattiamo ora i casi per le lettere restanti.

Per ogni o € ¥\ {ay,...,a,} definiamo:

1 0 O
P®©) = |o . ol ek
0O 0 1
= T y1xk+1

e pot per # € X poniamo

0 -+ - 0

p(k)(#) — e 0 € Ck+ixk+1
0 0
0o --- 0 1
1 0 0

P(kA)(#) _ 0 " 0 € Cktixk+1
" 0 1 0
0o - 0 O
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Infine trattiamo lo spettro degli stati finali accettanti F'.

Definizione 4.4.4. Definiamo un solo autovalore accettante, ovvero il primo

autovalore Ay di Oy, cioe quello relativo a Pélfc)(#) In pratica,
F = {)\1}

posto che linsieme degli autovalori ¢ V(Og) = {1, A2} per Ay relativo a
P,ng(#) e \y relativo a P(k)(#).

rej

4.5 1l teorema del riconoscimento di linguag-
gi piecewise testable letteralmente idem-
potenti

In questa sezione dimostriamo il teorema di riconoscimento ( da parte di au-
tomi quantistici measure-only a stati finiti) dei linguaggi piecewise testable
letteralmente idempotenti. Premettiamo alcune definizioni e alcuni Lemmi

tecnicl.

Definizione 4.5.1. Siano
U:=uy---u, et:=ty---1t,
per uj,t; € X con 1 < j <k, due parole di ¥*. Se esistono k indici
<<ty

tali che

til :ul,...,tik = U

allora dictamo che u € una sottostringa a pezzi di t.
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Naturalmente, se u € una sottostringa a pezzi di ¢, la sequenza iy,. ..,
puo non essere unica. In particolare, il valore dell’indice 7, pud non essere

unico. Questa osservazione da un senso alla seguente definizione.

Definizione 4.5.2. Sia u una sottostringa a pezzi di t. Il pit piccolo indice

iy che soddisfa la condizione della Definizione 4.5.1 € detto l'indice di w in t.

Definizione 4.5.3. Se un automa A riceve in ingresso t, avente sottostringa
a pezzi u di indice i, dictamo che A ha gia letto a pezzi ugquando A ha gid

raggiunto il passo i-esimo, cioé dal passo i + 1-esimo (compreso) in poi.

Definizione 4.5.4. Sia t == t,---t, € X" e sia a;---a; € XF una sotto-

stringa a pezzi di t. Siano

j j j ; | p]
I[,Lp: {(p(p7])7(ﬂ.§p7])7._.;W,Ep?]),.,.,ﬁlgﬁi‘i)))}A 1, per p = 17'.‘7n
‘]:

1 maxed state quantistici raggiunti dall’automa ai passi p =1,...,n di com-
putazione. Diciamo che Alay, ..., ag|x € i-non-perturbato al passo p-esimo di
computazione quando, per ogni j = 1,...,|u,|, vale

Lemma 4.5.1 (Lemma di i-non-perturbazione). Sia a;---a, una sotto-

stringa a pezzi di t € X*. Si consideri U'automa Alay, ..., ax),. Per ogni
1 <i <k, fino a quando l'automa Alay, .. .,aglr non legge a pezzi ay - - - a;,
necessariamente A[al, . ,ak]k risulta essere i-non-perturbato.

Dimostrazione. Fino a quando non legge ay, my = 0 per la definizione degli
operatori di proiezione ortogonale. Supponiamo che sia vero per ¢ — 1. Dun-
que, se non legge a pezzi aq, ..., a;, € perche 1. non legge a pezzi ay,...,a;_1
o perche 2. legge a pezzi aq,...,a;_1 ma poi non legge a;. Nel caso 1., I'ipo-

tesi di induzione implica che m>; = 0 e per come sono definiti gli operatori
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di proiezione, restera m;y; = 0. Nel caso 2. potrebbe essere m; # 0. Per
come sono definiti gli operatori di proiezione ortogonale, pero, deve essere

T>i+1 = 0 fintanto che non viene letta a;. Q.E.D.

Lemma 4.5.2. [Lemma della perturbazione d’ampiezza positiva sempre in-

feriormente limitata] Si consideri il linguaggio
Yrar X ag - - - Xraps”

e sia A = {ay,a9,...,ar}. Siat = ty---t, € A" una parola fissata

arbitrariamente in A", per qualche n > 1. Sia ay - - - ay, per
0 <K < min{n, k}

un fattore di ay ...ay tale da essere la piu lunga sottostringa a pezzi di t.
Si consideri la famiglia dei proiettori ortogonali alti {Pg)(ai)}i in dimen-
sione k + 1, associati all’automa Alay, ..., agl, avente stato iniziale my =

(1,0,...,0) € Ck+IXE+D) - i considerino i vettori
m(" = wo P (1) PS) () - - PY) ()

definiti per ogni 1 < m < n. Allora, per ogni 1 < ¢ < k+ 1, e per ogni

1 <m < n vale la sequente implicazione:

se (1™), > 0 allora (x™), > 27*
dove (7'™). denota l'ampiezza di probabilitd c-esima di 7™,

Dimostrazione. Osserviamo per prima cosa il comportamento del proiettore
ortogonale elementare alto P »: dato il generico vettore (z,y) € C**2, per
x,y > 0 non negativi, abbiamo

rT+y r+y
P =

72



Dunque P » trasforma due coordinate x, y non negative nel loro punto medio.
I proiettori {Pg) (ti)}: sono stati definiti, nella Definizione 4.4.3, inserendo
1 proiettori ortogonali elementari alti P » lungo la diagonale di una matrice
identica di dimensione (k+1)x (k+1). Le posizioni in cui sono stati effettuati

J < << ]7(;21 associati al

questi inserimenti sono date dagli indici jf
linguaggio >*ay3*asd™ - - - X*apX*, come nella Definizione 4.4.1. Pertanto,
dato il generico vettore z := (x1,...,x,), I'applicazione di un proiettore
ortogonale alto Pg)(ti) su z, data da ngf)(ti), ha come effetto quello di
sostituire alle coppie di coordinate consecutive T, T30 il loro punto medio
Ty 204
2

per ogni 1 < z < #ay.

Osserviamo poi che, nelle ipotesi del teorema, vale il lemma di (k' + 1)-non-
perturbazione. Con queste osservazione in mente, supponiamo che la tesi

sia falsa e argomentiamo per assurdo. Dunque esistono almeno un passo di

computazione 1 < m < n ed almeno una coordinata 1 < ¢ < k + 1 tali che
0< (7)), <27¥

Sia My e k' il piu piccolo passo di computazione in {1,...,n} per cui si
verifica la condizione appena precedente e sia ¢ una qualsiasi coordinata in
{1,...,k + 1} tale da verificare

O < (W(mmin))cl < 2—k’/
Osserviamo che necessariamente deve essere

Mupin > 1

poiche moP A(t1) € {(1, 0,... ,0), (%, £,0,... ,O) } Dunque l'insieme M
delle computazioni precedenti alla computazione m,;,-esima € non vuoto,

M::{1§l<mmin}75@
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Osservato in precedenza il comportamento degli operatori di proiezione or-

togonale alti P;C) (t;), affermiamo che necessariamente

1.
esiste m’ € M tale che (g(mmin)),, &
1. il punto medio di a := (7)), e b := (7)) 444
oppure
2. il punto medio di a := (7)), e b := (#(")),_,
e che

2. non perdiamo generalitd se assumiamo a,b > 0 (argomentando per

ricorsione, a ritroso, su k')

Naturalmente, se la media di due numeri reali a,b positivi, tali che almeno
uno dei due sia non nullo, ¢ minore di un certo reale ¢ positivo, almeno uno
fra a, b, chiamiamolo £, sara necessariamente minore di ¢ e non nullo. Dunque

esiste & € { (7))o, (7)) iy, (7)) o1 } tale che
0< & <27

Questo va contro l'ipotesi di minimalita posta su my;,. Dunque abbiamo la

riduzione ad assurdo, come volevamo. Q.E.D.

Il Lemma 4.5.2 dell’ampiezza positiva sempre inferiormente limitata im-

plica direttamente il seguente Corollario.

Corollario 4.5.1. [Corollario della perturbazione d’ampiezza positiva alla
fine inferiormente limitata] Si consideri il linguaggio ¥X*a13*as - - - X*apX* e
sia A :={ay,ag,...,ax}. Siat:=t;---t, € A" una parola fissata arbitra-

riamente in A™. Si consideri la famiglia di proiettori ortogonali {ng)(ai)},-
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associati all’automa Alay, ..., aglx, avente stato iniziale my := (1,0,...,0) €

Ck+Dx(k+1) Qg inoltre

Allora, per ogni 1 < i < k, vale la sequente implicazione:

se (m), >0 allora (), > 27"

Teorema 4.5.1 (Teorema del Riconoscimento di Linguaggi Piecewise Testa-

ble letteralmente idempotenti.). Si consideri il linguaggio

Llay, ..., a5 = X"a15 aeX" - - X ap X", a1 # ag # ... # ag

con ay,...,ar € X ek € Nk > 1. Allora l'automa Alay, . .., ax], riconosce
Llay, ..., ax con taglio
1
T 92k+1
1solato da
1
0= 92(k+1)



AIES A Ara
k =1 _ ' i — | o
0 1/16 1/8 3/16 1/4
A-0 A )I\+6
|
k=2 F-4'| ] — —
0 1/641/32 3/64 18
A-8 A A+D
k=3 I —— ——
0 1/128 1/32
1/256 3/256 o
O k=4,5,...

A-0 AN A+D

Dimostrazione. Per qualsiasi t € ¥*, ci interessa valutare la probabilita di

accettazione

pA(t)Tr( > Pj(#)a(t)Pj(#))

j(#)EF

dove o(t) ¢ la matrice di densita quantistica data da
o0 set=c¢€
o(t) ={ S P(o(n)Pyle) set=ye e K(e)
¢ il num. di P; che def. O,

Per la Proposizione 2.2.5 abbiamo

pay= Y D lImBy(t) - Py (ta) P (#)I]3

’r‘j(#)EF J1semes Jn
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dove j; = 1, ..., k(t;) e dove k(t;) denota il numero di proiettori Py (t;), . . ., Py, (t:)
che definiscono l'osservabile Oy, associato alla lettera t; € X.

Assumiamo che t € Llay,...,ax]. Cioe che a;---a) sia una sottostringa a
pezzi di t. Dato che gli operatori di proiezione ortogonale P(c), associati

alle lettere o € X\ A con A := {ay,...,ax}, sono stati definiti come matrici
identiche, possiamo assumere senza perdere generalita che per ogni 1 <7 <n

valga t; € A. Inoltre per induzione si vede che
se t € Llay, ..., ay) allora (moPA(ty) - - P/x(tn))/,€+1 >0

usando le definizioni degli operatori alti P (c;). Per questi motivi, la se-

guente catena di equazioni e disuguaglianze ¢ valida:

palt) = o myer 2o 1Tl (1) -+ By, (8) B ()3

= Yduel g 1ML () - Py (tn) Pace(#)]13

> 1m0 P (1) -+ P () Pace(#)1 13 perche || -|[3 >0

2
= ((WOP/(tl) e P/(tn>>k+1> per la definizione di Pyec(#)
> 22k per il lemma d’ampiezza

positiva alla fine
inferiormente limitata.

Il lemma di i-non-perturbazione garantisce, invece, la validita della seguente

implicazione:

Se t & Llay, ..., a; allora > (P (t) - Pi(ta)) |13 =0
jl:-~~7jn€{/7\}
di conseguenza

set € Llay,...,a| allora pa(t) =0
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Le osservazioni fatte implicano, congiuntamente, un riconoscimento del lin-
guaggio L[ay,. .., ax] con taglio pari a A = 1/22**! isolato da § = 1/22(-+1),
Q.E.D.

Chiudiamo questa sezione con un esempio di alcuni passi di computazione
di un automa Alay, ..., ax]r operante sul monoide libero ¥* per chiarire la
dinamica della computazione che viene attuata.
Sia t =ty ---t, € ¥* la parola data in ingresso. L’automa Alay, ..., ag]; ini-
zialmente si trova nello stato puro m := (1,0, ...,0) € C****! che in termini
di mixed-states {(p;,m;)}: possiamo rappresentare come {(1,(1,0,...,0))}.
Si verifica immediatamente che fino a quando non compare la lettera a; € X,
I’automa non cambia il suo mixed-state quantistico, per via delle definizioni
di ng)(a) e P{]f)(a), per ciascun o € ¥ tale che o # a,. Percio, se la lettera

a; € ¥ non compare mai in ¢t € ¥*, allora

pA(t) =0
0 0
perche abbiamo definito P®(#) == | 0 | g orrxin
0 0 0
0 --- 0 1

Non appena compare la lettera a; € X, lo stato quantico puo diventare
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[ +3 +3 0 0]
+2 4310 0
1,0,.,0)-| 0 0
mo-PY (a1) 0 0
||7|'O'ng)(a1)|| i
= V2 V2
_ <7,7,0,. .,0)
con probabilita data da
1
k
o - PR (@)l =
oppure puo diventare
2.
+5 5[0 0 0
1 T
—3 130 0
(1,0,...,0) 0 0
mo- PO (@) 0 0
llmo- P (ax)]| T
2 2
_ (. —2.0....0)

con probabilita data da

1
k
Imo - P (@)l = 5

Dunque viene raggiunto il mixed-state quantistico p; dato da:

o= 1(zm). (3 )}
= {5 022.0.0) (5.0~



Fino a quando non compare la lettera a; € X, 'automa non cambia mixed-

state quantistico u. Appena compare la lettera as € 3 lo stato quantico puo

diventare
1.

(1] 0 010 0]
0[+5 +51/0 0
0|+5 +510 0

Nl 2 2

e

7r%~ng)(a2) . _0 0 0

con probabilita data da

3
k
Pr(my) - |l - P2 (@)l = 5

oppure puo diventare
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0|l 0 o]0 0]
0[+3 —3|0 0
0| -2 +51]0 0
2 2
R U R
o PO) 00 0
I} P (a2)| [l
(0.42,—~20,..0)
B 3
_ (0,%,—%,0,...,0)
con probabilita data da
1
k
Pr(my) -l - P (@)l = 5
oppure puo diventare
[1]0 0]0 0]
0z 210 0
2 2
o1 Ilo 0
(2 =000 TG
w3 P () 1 0[0 0

I3 PP (a2)l] [l

_ V3 3 2 3
= <T'\/§’_T'T7_?'

con probabilita data da

w

k
Pr(n?) - ||72 - PP (an)|3 = =

(0¢]

oppure puo diventare
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0l 0 010 0]
0 § —310 0
0-+ 110 0
00 TG0
3P (az) _ 0f 0 0

Int- P (a2) -]

con probabilita data da

1
k
Pr(n}) - [l - P (aa) I} = ¢

Dunque viene raggiunto il mixed-state quantistico us dato da:

po= (G () (o) (L)

E cosi via...
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4.6 1l Teorema di Caratterizzazione degli Au-

tomi MOn 1-QFA: LMO(Y) = V&(J) = liPT(%)
Il risultato principale di questo lavoro ¢ dunque il seguente.

Teorema 4.6.1 (di caratterizzazione dei linguaggi riconosciuti da automi
MOn 1-QFA). Sia L C ¥* un linguaggio sull’alfabeto 3. Allora le sequenti

tre proposizioni sono equivalenti:

1. L é riconosciuto con taglio isolato da un automa quantistico MOn 1-

QFA sul monoide libero delle parole ¥2*, cioé¢ L € LMO(X).

2. Il monoide sintattico di L appartiene alla M-pseudovarietd lettera-
le di Klima-Polak J, M -pseudovarietd letterale dei monoidi J-triviali

letteralmente idempotenti.

3. L ¢é un linguaggio regolare Piecewise Testable letteralmente idempotente

sull’alfabeto X, cioe L € IPT(X).
In un’equazione,
LMO(Y) = V5 (J) = liPT(%)

Dimostrazione. (1 = 2) Diretta applicazione del Teorema della Sottoalgebra
Booleana 4.3.1

(2 = 3) Diretta applicazione Teorema di Caratterizzazione Algebrica di
Klima-Polak.

(3 = 1) Diretta applicazione del Teorema di ¥-MOn Riconoscimento dei
Linguaggi Piecewise-Testable.

Q.E.D.
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Capitolo 5

Applicazioni del Teorema di
Caratterizzazione MOn 1-QFA

Il seguente problema riguarda la decidibilitd dei linguaggi in LMO(X) e in
LMO(S, E).

Problema di decisione 5.0.1. Sia L € ¥* un linguaggio regolare sull’alfa-
beto ¥. Chiamiamo DLMOx(L) il problema di decidere se L € LMO(X).

Teorema 5.0.2. Il problema DLMOs,(L) ¢é decidibile in tempo
o((Ql-1=1)*)

Dimostrazione. Per il Teorema di Caratterizzazione basta dimostrare che ¢
decidibile il problema di stabilire se un dato linguaggio regolare ¢ un lin-
guaggio Piecewise Testable letteralmente idempotente. Dato un linguaggio
regolare L, sia Ap := (X,Q,d, qo, F') 'automa DFA minimo associato ad L.
e possibile decidere se L e letteralmente idempotente visitando tutti i nodi
del grafo di A e verificando che, per ogni ¢ € @, valga 6(d(q,a),a) = §(q, a).
Questa verifica si pué completare in tempo O(|@|). Osserviamo poi che, in

[15], Imre Simon dimostra la decidibilita dei linguaggi Piecewise Testable.
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In [16] A.N.Trahtman presenta un algoritmo per decidere se un linguaggio

regolare ¢ Piecewise Testable in tempo O((|Q| - |X[)?). Q.E.D.

Osserviamo che, in particolare, questo vuol dire che LMO(X) & una *-
varieta letterale di Eilenberg di linguaggi formali. Percié vale la seguente

proposizione.

Corollario 5.0.1. Le classe LMO(X) dei linguaggi riconosciuti con taglio

isolato dai MOn 1-QFA ¢ chiusa per quozienti destri Lw™"' e sinistri w™'L

rispetto alla fissata parola w € X*.

Tuttavia, la costruzione esplicita degli automi MOn 1-QFA per il ricono-
scimento dei quozienti destri e sinistri rispetto ad una fissata parola w € »*

rimane un problema aperto.
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